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作为 序 代 数理 论 的 一 个 分 支 ， 序 半 群 的 研究 近 30 年 来 已 有 
SRAHKRE. 国内 在 这 方面 起 步 稍 晚 ， 但 由 于 半 群 理论 的 研究 
在 国内 已 有 相当 可 观 的 基础 ， 这 就 很 自然 地 引发 了 对 序 半 群 的 研 
究 ， 包括 本 书 作者 在 内 的 国内 学 者 近 10 年 来 已 做 出 不 少 成 绩 . 
RHA < 序 半 群 引 论 > 一 书 就 是 在 他 为 研究 生 授课 的 基础 上 
整理 出 来 的 一 部 专著 ， 其 中 包含 了 他 本 人 和 他 的 国内 外 同行 们 的 
部 分 研究 成 果 . 

这 本 书 在 给 出 序 半 群 的 基础 知识 和 基本 理论 后 ， 有 选择 地 介 
绍 了 这 一 分 支 的 若干 最 新 研究 成 果 或 指出 当前 的 研究 动向 ， 本 书 
论述 简 洗 ， 次 入 浅 出 ， 若 干 仅 指出 证 明 思 路 之 处 是 特意 留 给 读者 
作为 练习 的 . 我 个 人 认为 ， 无 论 为 培养 序 半 群 方向 的 研究 生 ， 或 
是 对 具有 半 群 理论 基础 而 有 志 于 从 事 序 半 群 研究 的 读者 而 言 ， 它 
都 是 一 本 适时 的 佳作 ， 在 当前 同类 的 专著 尚 不 多 见 ， 特 别 基 国内 
同类 出 版 物 尚 属 空白 的 情况 下 ， 相 信 这 本 书 的 出 版 必然 会 对 序 半 
群 理论 的 研究 起 到 促进 作用 .出 于 这 一 感受 ， 我 十 分 乐意 把 它 推 
荐 给 读者 ， 并 作 此 序 . 
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早 在 20 世纪 40 年代， 美国 著名 数学 家 G.Birkhoff 在 他 的 
BE < 格 论 > (美国 数学 会 在 20 世纪 60 及 70 年 代 均 再 版 ) 一 
书 中 ， 就 有 和 格 序 半 群 这 一 章 ， 之 后 有 序 代数 理论 得 到 了 很 大 的 发 
E, 特别 是 有 序 群 ( 格 序 群 ) 理论 由 于 有 很 强 的 群 论 理 论 基 础 做 依 
HEA 60 年 代 开 始 一 枝 独 秀 ， 很 快 从 代数 理论 中 分 离 出 来 ， 在 LL. 
Fuchs, P. Conrad 及 W. Holland 等 著名 数学 家 的 推动 下 发 展 成 
一 个 完整 的 研究 体系 . l 

半 群 的 代数 理论 是 在 数学 内 部 和 外 部 (特别 是 计算 机 科学 } 
的 强烈 推动 下 从 20 世纪 50 ERA 60 FRR RE KN SR 
新 的 代数 分 支 ， 在 半 群 代数 理论 的 强烈 背景 下 ， 半 群 的 序 结 构 理 
论 从 60 .年 代 开 始 得 到 了 很 大 的 发 展 . 60 ER, L. Fuchs 
写 出 了 第 一 本 序 代数 理论 (包括 序 群 、 序 环 、 序 域 、 序 半 群 ) 的 
专著 ， 格 代数 与 半 群 代数 结合 比较 完美 的 格 序 半 群 理论 也 作为 该 
” 书 重要 的 一 章 . 和 半 群 代数 理论 的 发 展 同步 ， 序 半 群 理论 在 近 30 
多 年 中 , “主要 有 以 下 几 个 方面 的 进展 . 第 一 ， 全 序 半 群 (totally 
ordered semigroups) 结构 的 研究 ， 六 七 十 年 代 ， T. Saitó 和 
M. Satyanarayana 在 全 序 半 群 的 分 解 及 扩张 研究 中 做 了 大 量 的 工 
作 ， 1979 年 ，M. Satyanarayana GRACES < 正 序 半 群 > 
(Positively Ordered Semigroups), 收集 了 70 年 代 之 前 全 序 半 
群 的 研究 工作 ， 第 二 ， 是 用 研究 序 群 的 方法 来 研究 序 半 群 特别 是 
格 序 半 群 的 结构 ， 在 这 方面 研究 中 重点 突出 了 正 锥 及 格 结构 的 重 
EH. 第 三 ， ?0 FRM, Blyth 和 Janowitz 合 著 了 一 本 专著 
« 剩余 理论 > (Residuated Theory). 之 后 ， T.S.Blyth 和 他 
的 学 生 们 对 可 剩余 的 序 半 群 (包括 自然 序 半 群 ) 做 了 大 量 研究 . 第 
四 ， 偏 序 半 和 群 的 一 般 结 构 理 论 的 研究 .这 方面 的 工作 是 现今 最 活 
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路 的 方向 之 一 ， 主 要 是 80 年 代 后 期 由 Kehayapulu 和 她 的 学 生 
Tingelis, 作者 以 及 中 国 其 他 一 些 学 者 在 推动 该 领域 的 发 展 . 
著者 在 80 ETE BE, I RS REA 
授 的 指导 下 ， 开 展 了 有 序 代数 结构 ， 特 别 是 序 群 的 研究 ，90 年 代 
初 ， 在 郭 趟 琦 教授 的 指导 下 ， 全 面 开 展 序 半 群 的 研究 ， 我 们 注意 
到 序 半 群 一 般 理论 研究 之 所 以 发 展 较 晚 ， 也 可 以 说 序 半 群 和 序 群 

研究 同时 起 步 ， 为 什么 序 半 群 没 有 序 群 发 展 迅 速 ， 关 键 在 没有 找 
到 一 个 像 格 序 群 中 L 理想 这 样 的 工具 .我 们 知道 ， 一 个 序 半 群 关 
于 一 个 同 余 之 商 不 一 定 是 序 半 群 ( 带 非 平凡 序 ). 90 年 代 初 作者 和 
其 他 学 者 一 道 完成 了 序 半 群 正则 同 余 理论 的 建立 ， 这 项 工作 得 到 
了 国内 外 学 者 的 充分 肯定 ， 得 到 了 国家 自然 科学 基金 一 项 及 广东 
省 自然 科学 基金 三 项 资助 尽管 在 20 世纪 六 七 十 年 代 初 在 序 半 
群 研究 的 某 些 方向 有 两 本 专著 出 版 ， 但 迅速 发 展 起 来 的 一 般 序 半 
群 理论 及 序 半 群 理论 和 计算 机 科学 之 间 的 联系 ， 有 必要 系统 地 介 
绍 给 广大 科研 工作 者 . | 

O 本 书 在 作者 开设 的 研究 生 课 程 < 偏 序 半 群 引 论 > 的 基础 
上 改编 而 成 的 全书 共 分 作 章 .第 零 章 介绍 偏 序 集 和 序 半 群 的 必 
要 的 基本 概念 ， 第 一 章 讨论 了 一 般 序 半 群 理论 ， 第 二 章 介绍 序 半 
群 的 正则 同 余 理论 ， 第 三 章 讨论 了 序 半 群 的 半 格 、 带 及 亚 直 积分 
解 . 第 四 、 五 章 分 别 讨论 了 两 类 特殊 的 序 半 群 , 即 格 序 半 群 与 负 序 
半 群 ， 第 六 章 讨 论 了 序 半 群 的 表示 理论 ， 第 七 章 讨论 了 序 半 群 与 
理论 计算 机 科学 间 的 关系 ， 本 书 在 介绍 序 半 群 一 般 理论 的 同时 ， 
还 重点 介绍 了 作者 本 人 和 国际 上 最 新 研究 成 果 (包括 待 发 的 研究 
工作 ). 本 书 中 有 些 结论 的 证 明 是 很 粗略 的 ， 这 些 结论 的 给 出 目的 
往往 不 在 于 证 明 的 本 身 ， 而 是 试图 使 读者 从 这 些 结论 中 得 到 一 种 
思想 . 

— 由 于 序 半 群 研究 近 几 十 年 来 成 果 丰 富 , 考虑 到 全 序 半 群 及 条 
余 半 群 理论 分 别 在 70 年 代 初 各 有 一 本 专著 存在 ， 所 以 在 选 题 上 
重点 选用 了 序 半 群 的 一 般 理论 以 及 序 半 群 的 表示 论 、 同 余 理论 和 
它 的 应 用 .我 十 分 遗 悠 本 书 没有 收入 序 半 群 剩余 理论 许多 优美 的 


结论 . 例如 Blyth 和 他 的 学 生 在 90 年 代 的 大 量 工作 . 

本 书 的 出 版 和 所 论 及 的 课题 的 研究 工作 得 到 了 国家 自然 科 
学 基金 (19761004) 、 广 东 省 自然 科学 基金 (990825) 、 五 吧 大 学 
学 术 著作 出 版 基金 、 五 虽 大 学 海外 科研 基金 的 资助 ， 在 此 表示 圳 
DAR. AEA RD RH SIR Pee Mea AE 
SRARSSRNED. WAR. WHE Re ST 
表示 无 限 的 怀念 ， BRECK SMF (K.P.Shum) 教授 及 
雅典 大 学 Niovi Kehayopulu 教授 对 作者 的 教诲 和 鼓励 ， 作 者 特 
别致 谢 作为 同学 、 间 事 和 妻子 的 吴 明 芬 副 教授 的 一 贯 支持 和 为 本 
书稿 的 打印 所 付出 的 辛勤 劳动 . 

受 水 平 所 限 ， 书 中 难免 有 错 且 取材 可 能 不 当 ， 敬 请 读者 批判 
指正 . i 
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SFR ”基本 概念 


§1 偏 序 集 与 格 


EX 是 非 空 集 ，< AX 上 的 二 元 关系 ， 如 果 
i) x 是 自 反 的 ， 即 Wee X)zEc; 
ii) < 是 传递 的 ， BrzXyyzXzrti, 
ii) < 是 反对 称 的 , Buzz yytrr-y. 
Wa «ou X 上 的 偏 序 关系 ， 称 (六, 过 ) AATE. ERATE 
AMAT. WFR SEX. 


40.1.1 1) E X AZRA R, < 为 及 上 通常 大 小 关系 ， 
RI (X, <) 为 偏 序 集 . 

2) - 设 X = C[0, 1], MEXE I — [0,1] 区 同上 的 所 有 连续 
函数 全 体 ， 设 f,9 € X, 规定 


f < g & (Vz € [0,1]) f(x) < g(z), 
由 (X, <) EARTE. 
偏 序 集 我 们 有 时 也 用 Hasse 图 来 表示 . 
设 (Xo)oer 是 一 个 偏 序 集 能 , WEN HEAR IL Xa R 
于 下 面 偏 序 关系 
(Za)aer < (ya)acr € (Va ET) za Sa Ya 
也 为 偏 序 集 . 


如 果 Yziy EXz<SH 或 8<2 mw, WRX 为 链 ， 设 
ICX, 如 果 YT c I, 


(z|-(yeXlysz])ct 


了 称 为 X 的 理想 ， (z] 也 是 X 的 ( 序 ) 理想 ， 这 里 这 种 形式 的 
理想 我 们 称 为 主 理想 ， 设 JC XX, uBR vy € J, 4 [y) = (2 € 
X|y» 21 € J, W JRA S 的 (v) BF, Vy € X, [y) 称 为 
X HERT. 


设 已 为 两 个 偏 序 集 ，f : P> -ity Ww RCQ, 
则 fR) 称 为 R 的 原 像 .我 们 有 下 面 的 结论 . 


定理 0.1.2 设 和 4 和 BB 为 两 个 偏 序 集 fF A SI BHR 
射 ， 则 下 列 各 款 等 价 : 

1) e<y> fr) < fly); 

2) B 的 每 个 主 理想 的 原 像 要 么 为 空 , 要 么 为 A 的 理想 ; 

3) B 的 每 个 主 滤 子 的 原 像 要 么 为 空 ， 要 么 为 A 的 滤 子 . 


满足 定理 0.1.2 中 任 一 款 的 映射 f ON ARTE IS (isotone), A 
AB 称 为 同 构 的 OAH), 如 果 存在 双 射 S 使 得 f 和 fo) 均 为 
保 序 的 . 


定义 0.1.3 设 ({X,<) BR, AC X,ac X. aH 
AER, S (VrcA)z Xa E 4 有 一 最 小 上 界 a, Maw 
A 的 上 界 且 对 A 的 任 一 上 界 b B a x b, Wiss ay A 的 上 确 
界 ， 记 作 a = sup 4. 对 偶 地 ， 可 定义 A 的 下 确 界 . 


注 0.1.4 1) 偏 序 集 X 的 子 集 4 不 必 有 上 界 . 例如 在 例 
0.1.1 1) 中 ，4 = R+, 则 4 在 了 六 中 没有 上 界 , 有 上 界 的 子 集 
也 未 必 有 上 确 界 . 

2) HELEN, 35 A 9238 0, WX 的 每 个 元 素 均 为 4 的 上 界 
也 为 4 的 下 界 , RERH “ce Oo ra 5 “refsar 
总 成 立 . 至 于 名 有 没有 上 (下) OR. 就 取决 于 X 有 没有 最 小 (X) 
ET. 例如 及 中 空 集 人 就 没有 上 下 确 界 , 而 A = [0,1] CR, 
sup @ = 0, inf @ = 1. 


定义 0.1.5 MWER (X,<) RAK, WR (Va,b € L) 
sup(a, b) ft inf(a, b) WHE. 
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显然 全 序 集 为 格 . RX ARS, CHER P(X) 关于 集合 
的 包含 关系 是 一 个 格 . 


定理 0.1.6 id LO, 则 Ya,b,ceEL， 

1) ev(bve) - (av6)Vea^(b^c)— (a^b)^c; 

2) aVb=6bVaaAb=baAa; 

3) a^(a Vb) 2 a,a V (a^b) =a. 
反之 ， 设 (LAV) 为 Q2) 型 代数 且 满足 上 述 1) —3), 则 我 们 
可 以 在 上 上 定义 二 元 关系 

4) a<boavb=b, 
LRF < 是 一 个 格 且 


supla, b) = a V b,inf(a,b) = a ^ b. 


EH LH, abcLHBHazb, T5 
| I= [ab] - (ze Llaxz b) 
称 为 a。 和 决定 的 区 间 ， 工 到 了 的 映射 入 和 P 定义 为 
Aig- (r^b)Va,p:r—(zVa)Ab. 


BNlzrcl,i)zA-sciJii)rpo-czsi&fut, H zà < 
zp,Vz € L, Bf 


(r^b)vas(rVva)A^b,Vr € L. 


如 果 上 式 等 号 成 立 ， 我 们 称 了 为 模 的 (modular). 如 果 L 的 每 个 
区 间 均 为 模 的 ， 工 称 为 模 格 ， 即 


axb=(eVa)Ab=(cAb)Va,Vee L. 


BRN 4 SU PUT JEEE G 的 正规 子 群 集 N(G) 关于 集合 
的 包含 关系 构成 格 ， A4, B € N(G), 


AAB=ANB,AV B= AB = (abe G | a€ Abe B). 
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定理 0.1.7 格 工 为 模 格 当 且 仅 当 工 不 包含 一 个 子 格 同 构 
FRU Ns. 


5S — € XUI ERE. BL 是 分 配 的 ， 如 果 Lu 
fi: Wa,b,ce L, 

1) (aN8)Ve=(aVe)A(bVe) ; 

2) (avb) ^e (ade) V(b^c). 
事实 上 ， 以 上 0), 2) 和 下 面 的 

3) (cv a)A € (CAD) Va 
均 可 以 作为 分 配 格 的 刻画 ， 即 工 为 分 配 格 当 且 仅 当世 满足 以 上 
1), 2, 3) 任意 一 条 . 因此 分 配 格 一 定 为 模 格 ， 


定理 0.1.8 格 L 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 它 含 任何 五 边 形 
Ns 和 菱形 Ms. 


由 定理 0.1.8, 我 们 容易 证 明 
”定理 0.1.9 格 工 是 分 配 格 当 且 仅 当 


{vab cE L)avVe=bVcaAc=bAcs>a=b. 


定理 0.1.9 可 以 另外 叙述 为 

定理 0.1.10 # L 是 分 配 格 当 且 仅 当 它 的 任何 元 在 包含 
它们 的 任何 区 间 上 都 最 多 只 有 一 个 补 元 . 

有 补 元 的 分 配 格 称 为 Boole HK. HS C P(X), S 称 为 集 
环 ， 如 果 对 任意 A, BES,AUBES,ANBES. EH S 称 为 
ER me ACS, A =X-ACS. 显然 集 环 是 分 配 格 ， 而 
集 域 就 是 Boole 格 ， 我 们 知道 格 的 所 有 理想 集 IL) 关于 集合 的 
包含 关系 也 构成 一 个 格 ， 且 YI, J € IL), 


IAJ2InJIvJ-(zeL|zzivjiceljedJ) 


定理 0.1.11 X& 工 是 分 配 客 的 充 要 条 件 是 对 任意 IJ € 


I(L) 都 有 
IVJ=f{ivj lier je J}. 


证 明 设 上 为 分 配 格 ， 则 Yr ETYVJ Fee LAE JT 
Hrs, 


T=TA( VN)= (FAN)Y (AN). 
4i-r^iü,j-zrz^ái.WicljeJBz-ivj. 


KZ, WEL 不 是 分 配 格 ， 由 定理 0.1.8, L 中 包含 有 Ns 
或 Ms 作为 子 格 . 假设 Ns = {a,6,c,1,0} H b < a, ci|b,a ; 
Ms = (a,5,c,1,0) B aljbllc. w T= (5,J = (c, f a bve, 
 Y4acelvJ. mgdicljcJfsfsa—-ivj,Mixao ja. 
A#jg<c M7 SaAc=0, FRa=ivi <b, T. 口 

定理 0.1.12(Stone 3]39) 设 工 为 分 配 格 ， 了 为 二 的 理 
A, FAL WRT LIF = 0, 则 必 有 素 理想 已 I, 使 得 
PNF=6. 

证 明 RF jA{(JeEML)|JILINF=9}, w 
FAO, H Zorn 3|H, F 中 包含 极 大 元 P. 设 a 入 bE P, 如 
Rag P,b¢P,W (PV) NF #0, (PVO)NF AO BE 
(Pv (b)n (Py (a) =P H PAOF=0 FÆ. o 

推论 0.1.13 ” 设 工 为 分 配 格 ，I € I(L),a E 工 ,如 果 
afi, 必 有 素 理想 PDI had P. 

推论 0.1.14 设 L 为 分 配 格 ， a,b € L 且 a 天 b, MIDAS 
素 理想 PAB a fb. 

定理 0.1.15( 分 配 格 的 表示 定理 ) 格 二 为 分 配 格 的 充 要 条 
件 是 L 和 一 个 集 环 同 构 . 

-EA 我 们 只 要 验证 映射 o:L— PL) 
(Yr €L) e(z) - (P € P(D) | z e P) 


是 单 射 及 p(L) 7g SRERBI RT, WEZ. 口 

设 L RE, ab € L, WKE I = [a ^ b,a| 和 区 间 

J = b, a vb] 作为 格 是 同 构 的 , 事实 上 ,映射 p :了 一 J| z eve, 

v:Jol|y—y^a 是 互 逆 映 射 , 基于 此 ， 我 们 来 建立 链 的 加 
Mee. WR OL 中 有 两 条 和 链 : 

e 一 G0 芭 0 € 


UOS am =, 
e =b <b X bna. 
这 两 条 链 称 为 同 构 的 ， 如 果 man 且 存 在 {1,2 ,mn} 的 一 个 
置换 r 使 得 区 间 [ai-1, a4] 和 [bir bie] A. 在任 一 条 链 中 所 
入 一 些 新 前 项 称 为 对 该 链 的 加 细 . | 

定理 0.1.16( 链 的 加 网 定理 ) RK L 中 任意 两 条 起 点 和 终 

点 相同 的 链 有 同 构 的 加 细 . 

` TERA 设 两 条 链 同 上 ， Xf 4 =1,2,---,mjj = 1,2,--+,n, 
我 们 令 “ 


tij 一 (ai ^ bj) V bj i. bys = (bj ^ ai) V aii, 

则 链 

e = ap Z an € S ami < a € 

S Om. € 413 £ t S amn =G, 

e = bo S bu S++: S bai < ba 

< bna S big S++ S ban = a 
RIIA e = ao S aX S am =afle=bb oh < 
<b = a 的 加 细 链 且 它 们 是 同 构 的 . 口 


设 [a, 为 一 个 区 间 ， 如 果 bA a 的 覆盖 ， 称 [a,b] 为 素 区 
Bl. 一 个 格 L 的 长 度 是 上 的 任意 链 中 所 包含 的 非 平 凡 的 素 区 间 
的 个 数 的 最 大 值 ， 由 定理 0.1.16, 我 们 有 
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推论 0.1.17 在 有 限 长 的 模 烙 中 ， 任 意 链 能 被 加 细 成 极 大 
链 ， 且 起 点 与 终点 相同 的 任意 两 个 极 大 链 长 度 一 致 . 


设 工 为 有 限 长 的 模 格 ， 则 L 的 任意 子 格 也 是 有 限 长 的 . 
Va € L, [0,a] 的 长 度 称 为 a KE, A L(a) 这 样 工 的 长 度 就 
ELLA 


(Va,b € L) I(a)+1(b) = l(a ^ b) + (a V b), 
因为 [a ^ b, a] 与 [b,a v b| AH. 


本 节 最 后 我 们 介绍 一 下 完备 格 . BX BMPR, E OX 的 每 
个 子 集 4 都 有 上 确 界 与 下 确 界 , HD VA C X , sup A fl inf A fa 
HE, WAX 为 完备 格 ， 显 然 有 限 格 一 定 是 完备 格 . 


定理 0.1.18 设 工 为 偏 序 集 ， 

1) 如 果 工 中 有 最 大 元 , 并 且 工 对 非 空 交 运算 关闭 ， 即 对 工 
的 任 一 非 空子 集 B, inf B € L, WL 构成 完备 格 . 

2) 如 果 工 中 有 一 最 小 元 , 并 且 工 对 非 空 并 运算 关闭 ， 即 对 
L 的 任 一 非 空子 集 B supB EL, M L 构成 完备 格 . 

证 明 以 1) 为 例 进行 证 明 . 只 须 证 sup B 存在 即 可 . 事实 
L, 设 meEL 为 工 的 最 大 元 ， mx Big Lipi ES. C5 
B 在 工 中 的 全 部 土 界 之 集 ， 则 C HE. 由 假设 条 件 知 ， inf CC 


fit. 它 显然 是 BB 在 工 中 的 上 界 而 且 是 BB 在 工 中 上 界 之 最 小 - 


者 ， 所 以 infC = supB. g 
EE 


设 S 为 半 群 ， 3 称 为 序 半 群 ， 如 果 s 上 有 偏 序 关系 «5 
(Va,b,c€ S) a < b> ca € cb,ac < be, 

B) Ye € S, Mb Ar: co er, Yr ESM pes y—ayoVy ES 

是 S 上 土 的 保 序 映射 ， 设 【5,.,<) 是 序 半 群 (ordered semigroup) 
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(现在 也 有 人 称 其 为 偏 序 半 群 (partially ordered semigroup, po- 
semigroup), 而 将 全 序 半 群 称 为 序 半 群 ), zy € S, 如 果 集 


{zE S|zz<y} {ze S| 2z< y} 


不 空 且 有 最 大 元 存在 ,分 别 记 为 y: eM y: z, WA y 关于 了 的 
EMR (AMR), 如 果 对 S 的 任意 两 个 运算 均 有 左 ( 右 ) MRE 
在 ，S 称 为 可 剩余 的 半 群 (residuated semigroup). 


命题 0.2.1 KS 为 可 剩余 的 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 立 : 

1) z(y:z)Sy; 

2)22€y-ozXyur; 

3). (yale Sy; 

dzrzZy-ztzy:zr; 

5ysXay:r; 
| by Syria; 

_Nasyilysa); 

8)zzyz(y:z); 

9azxb-(VreS)a:zzb:z,a:mrtzb:z; 

lüazb-(VzeS)z:aXzm:bz:azmsb; 

11) e(y:: 2) = y & (dz € S} y = zz; 

12) (y:z)r-y e (Jz € 8S) y= zz; 

13) cys z= ye (AzESby=2z2u2; 

14) yz : z = ye (Jz E€ S) y= zT; 

15) z (x:y) =y zeS)y=axz; 

16) z : (z : y) =y $ (Iz E 5) y=zr:z. 

证 明 REEXTHARRE, MH. ] 

定理 0.2,2 设 9 为 可 剩余 半 群 , 则 9 Ry AY (Yr, y € 
S)z:y-zuy. 

证 明 如 果 SHE, Bir:y—r:y MZ, Va,ye S, 
由 于 zy < zy, Ue S gy: y = gry: y, WE yr S zy X 
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yEyr:z-—yrc:crf ry < yx, 因此 cy = yo. 口 
定理 0.2.3. 设 S Ru AUR OBERE, WF FU XE Ur 
1) S 为 半 群 ; 
2) (Vm,yu,z2€S)(uuy)uz-rugyi; 
3) (Yz, y, z E€ S) (z: y):z=8£: zy; 
4) (Yz, y, z E€ S) (z:y):z— (:2)sy; 
5) (Yx, y, z E€ S)(rzy)g S zz:y,y(r:2) S ym:z2. 0 
例 0.2.4 1) 每 个 Boole 代数 B XTERM ETAR 
的 ，Yz,z 6E B, 集 


{ye Bl eny<z} 


不 空 且 有 最 大 元 z:2=2zUat. 
2) 每 个 序 群 G 是 可 剩余 的 ，Yzx,z E G,zZ :2 二 zz l,zu 


T =r}z. 


3) RRAWRH, (R) 为 REBAR, XTRAHA 
SR "C", U(R,C) ARAFE. HITE I(R), 定义 


I-J 2 (V abi la; € Lb; e ne Z^), 


. i=1 
W I-J EIR), B (I(R),, C) ARER, 
J:I-í(rzeR|(vbel)zbeJ], 
所 以 I(R) 是 可 剩余 的 半 群 . 
WS HERE (5, V, ^) 为 格 ， 如 果 
(Va,b,c € S) (a V b)c = ac V bc, c(a V b) = ca V eb 


成 立 ， 称 (S, VLA) 为 半 格 序 半 群 (V 半 群 ) 一 个 V 半 群 如 果 
还 满足 


(Ya,b,c € S) (aA bje = ae ^ be, c(a ^ b) = ca ^ cb, 


称 S 为 格 序 半 群 ， 设 p 为 格 序 半 群 S 上 的 半 群 同 余 和 格 同 余 ， 
称 p 为 5 的 格 序 同 余 关 系 .， 如 果 ARKH 5 上 的 序 同 余 ， 
则 商 半 群 S/o 也 为 格 序 半 群 . 


定义 0.2.5 KSAT HASLER, o5 S9 T t8 
Beat, dn 


(Yr,y€5) plizy) = v(x)e(y), 
— ve(z Vy) p(z) V oly), 
plz ^y) = plz) ^ ply), 
则 称 y A S ST Bp b AARH. Ae Hki, v 称 为 
l 同 构 映 射 ， | 
定理 0.2.6(! 同 态 基本 定理 ) 1) i p ARTER SH Lm] 
余 ， 则 pt: 5 一 S/p 是 1 同 态 . 
、2) 设 e ARTER S a S51 WAR, 9 


Kery = ((a,b) € S x S | y(a) = v(b)), 
则 Kery 为 S 的 1 同 余 且 存在 单 FARM a: S/Kerp > 5; 
使 得 
e a o(Kerg)*. 
证 明 mex. o 
$3 E 想 


设 (5, <) 是 序 半 群 ，10 关 工 G 3, 了 称 为 9 的 右 理想 , 如 
果 了 满足 : 

1)ISCI; 

2 VaeLlbza-bcl. 
如 果 将 1) Su ST C I 了 称 为 S 的 左 理 想 . 如 果 工 既 为 5 HE 
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理想 ， 又 为 其 右 理想 ， 了 称 为 9 的 理想 ， Ya € S, 由 a 生成 的 
E (A) 理想 分 别 记 为 L(e)(Ra)) , 不 难 验 证 


L(a) = (aU Sa]; R(a) = (a U aS). 


Ho ERM BAZ Ia), RIRA S 的 主 理想 ， {a) = 
(aU Sa U aS U SaS], 可 直接 记 为 (a). 


设 4 为 5 的 非 空子 集 d 4 生成 的 左 ( 右 ) 理想 分 别 为 
(Au SAJ((AU AS]) ; A 生成 的 理想 为 (AU SAU ASU SAS]. 


定义 0.3.1 £O4AQC 5,0 A S 的 拟 理想 (quasi- 
ideal), WR Q 满足 : 

1) QSNSQCQ; 

2) Hace Q,bES Bb«a, Ml bc Q. 

定义 0.3.2 BOABCS, BRAS 的 双 理 想 (bi-ideal), 
inm BRR: 

D BSBCB; 

2) Bac B,bcS Ab<a, Ml bec B. 


引 理 0.8.3 设 S 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 立 ， 

1) 设 0z4cSS 则 4S(4] 

2) BACBCS, M (A] C (Bl ; 

3) 设 A 为 任意 型 的 理想 ， 则 (Al = 

4) 设 A,BCS, 则 (4(B] C (48]; 

5) 设 A,BCS, —8i&, (An B] z (Aln (B] ; 

6 设 A,B Æ SHBA, (AB), AUB 也 为 5 的 理想 . 


证 明 留 作 练 习 . 口 


$8 0.3.4 设 S 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 立 ， 

1) S 的 每 个 拟 理想 是 双 理 想 ; 

(2) 设 卫 为 S 的 子 半 群 ，4 为 8 的 理想 , 则 如 果 ANT #9, 
ANTAT 的 理想 . 
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证 明 1) ROA S 的 拟 理想, 则 (@] =Q B. QSrSQ C Q, 
因为 
QSQCQ, QSQC SQ, 
ak 
QSQ C SQNQS CQ. 


2) HX; T(AnT) 2 TANT? C An T. AB, (An T)T C 
ANT. Bac ANT beTAb<a, MbEANT, KANT 
为 T 的 理想 . | 口 


5 引 理 0.3.5 KS 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 等 价 : 
1) HAAS 的 任意 理想 ， 则 (43] = 
2) A,B X S 的 任意 理想 ，ANMmB= (4B] ; 
3) Va,b € S, I(a) n I(b) = (J(a)1(b)] ; 
4) I(a) = (I(a], Vae S ; 

. Sa€(SaSaS], Vae S. 


证 明 1) => 2) Bi (AB] C (AS] C A, (AB] C (SB] C B, 
& (AB) C An B; 5—J i 


AN B= ((An By'| = ((An B)(ANB)] C (AB. 
2) = 3), 3) — 4) 显然 
4)— 5) A ((I(2))7] = Ia), 我 们 有 


(1(2))* = (Co 站 ra) € (Go)) 
> (Ha)? = (Ha) a)? € ((2)/] 
=> tec tol 


I(a) = (To 六 Soi € ((2))5] € (SI(ao)] = Ia). 


I(a) = ((T(o)) 


另 一 方面 ， 
(Ia)* = (aU Sa Uu aS U SaS]? C (3aS] 
> (I(a)* C (SaS|(a U Sa U aS U Sas] C (SaSaU SaSa5] 
=> (I(a)?* C (SaSaU SaSaSl(a U Sa UaS U SaS] 
C (SaSaS]. 
因此 


~ ae Ma) = ((I(a))*] € ((SaSaS]] = (SaSa5]， 


5) 一 1) HAWS HRM, B z c (A, WEE a,b E AE 
得 zab, 因 abeE A, ik m € A. XE r € A, H gz € (SzxSa5}, 
f hk € S 使 得 z < txhzk, 因 (ix)h € Azk € A, iik 
z € (A?). 口 


以 后 我 们 称 满足 A = (43] 的 有 8 的 理想 ( 左 、 右 理想 ) AR 
等 的 . 
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第 一 章 ” 序 半 群 的 一 般 理论 
$1 素 理想 与 弱 素 理想 


本 节 我 们 将 给 出 类 似 于 环 论 中 关于 素 理想 与 完全 素 理 想 的 有 
关 结 论 ， 值 得 注意 的 是 ， 我 们 将 用 Kehayopulu Bre 5L I3 8 ti 
与 弱 素 理想 来 代替 O.Steinfeld 在 半 群 理论 中 所 用 的 完全 素 理想 
与 素 理想 ， 这 种 称 法 和 McCoy 在 环 论 所 用 的 称 法 一 致 . 本 节 的 
主要 结果 来 自 [1—4] 等 . 


定义 1,1.1 dk 3 为 一 序 半 群 ， 人 为 9 的 子 集 ， 如 果 对 S 
的 任意 子 集 A, BABCT, W ACT R BCT, KT HEM; 
如 果 对 S 的 任意 理想 A, B,ABCT, MW ACT R BCT, 
T 为 弱 素 的 . 


不 难看 出 了 为 素 的 可 等 价 表述 为 ， (Va,b € SlabeT=> 
acT, mm beT. 


定理 1.1.2 设 3 为 序 半 群 ， 了 为 S 的 理想 ， 则 下 列 各 款 
等 价 ， 

1) T 是 弱 素 的 ; 

2) 设 wbeS 且 (as 中 ET 则 ac 人 或 ecT 

3) Habes H I(a\I(b)CT, MacT & BET: 

4) kA BAS HHMMHABCT,MACTR BCT; 

5) RA BAS WEAMMBABCT,MACTRBCT; 

6) RAS HARM, BAS 的 左 理想 且 ABC T, 则 

ACTR BCT. 


证 明 1) — 2) abes H (aSb] C T, Wi 
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(Sa$](SbS] C (SaSSbS} C (SaSbS] C STS] C T. 


因为 (SaS], (SbS] 均 为 S 的 理想 , 故 (SaS] C T R (SbS] C T. 
mR (SaS| C T, A 


(Ila)? (a U Sa U aS U SaS]* 
(Sa U SaS] (a U Sa U aS U Sas] 


(SaS| GT. 


In N Il 


Mit 
(CaP) € (TI € (Ula)? € (T] = T. 


因为 T 为 弱 素 的 ， 故 (0(2)?] 2 T R Ma) C T, 从 而 a € T. 
车 (SbS] C T , 类 似 上 面 的 证 明 可 得 be T. 


2) = 3) d I()1() C T, W 
(aSb} C ((a)(S8]] € (1(a)Z@)] € (T] = T, 


HacT RET. 


3) — 4) E A,B 为 SS 的 右 理想 AB C T, MR 
AZT, #HaCAagT. & be B, W I(a) C (AU SA], 
I(b) C (BU SB]. 故 ， 


I(a)I(b) C (AUSAJ(BUSB] € ((AUSAYBU SB) 
C (ABUSAB) c (TUST] = T. 


WagT,ikbecT. 
3) = 5), 4) => 1), 5) => 1) 和 6) = 1) HBR. 


3)— 6) HANS MAM, BA SHEEN, ABC 
TA ZT. tac A\T,b Ee B, W Ia) C (AU SA], 1(b) C 
(Bu BS]; 

I(a)1(b) (AU SAJ(Bu BS] C UAU SA)(Bu BS)| 


GC 
C (ABUABSUSABUSABS] CT. 
由 3) MacT RECT. HagT, RA DET. n 


在 以 上 定理 中 ， 4),5),6) 这 三 款 我 们 可 以 用 以 下 对 应 三 款 
Bum c 

4) a, bes, RaR C T, Ml ac T beT; 

5! # abe S,L(a)L(b) C T, MacT &bcT; 

6) &Ka,bcS,R(a)L()) CT, MaeT x be T. 


定理 1.1.3 Wb SAFFER, T» 5 的 理想 ， 则 工 AX 
的 当 且 仅 当 
*(Va,be S) L(a)R(b) CT >aeT m bcT. 


证 明 必要 性 是 显然 的 . 
X44 &obcT 由 假设 及 
 L(a)R(b C (aU Sal(bubS| 
€ (abUabS U Sabu SabS| C T, 
c acTmbcT. 口 


不 难看 出 ， 上 述 定理 可 以 重新 叙述 为 : 了 是 素 的 当 且 仅 当 
对 S 的 任意 左 理想 A 与 右 理想 B, 如 果 ABCT,WACT m 
BCT. . 


设 卫 为 序 半 群 S 的 子 集 ， T 称 为 半 素 的 ， 如 果 (Va € 
Sj < 一 6E7T. TKABEN, WEN 的 任意 理想 A, 
ACT, M ACT. 我 们 由 定理 1.1.2 可 以 很 类 似 地 得 到 


定理 1.1.4 id S HEH, TAS 的 理想 ， 则 下 列 各 款 
等 价 : . 

1) (Va € S) (aSa C T a€ T; 

2) (va € S) (La) CT >a eT; 

3) (Vae S) (R(a)? CT sa eT; 

4) T 为 半 素 的 . 

素 理想 与 弱 素 理想 在 序 半 群 S 的 结构 研究 中 起 到 很 重要 的 
作用 ， 在 以 后 的 有 关 章 节 中 将 逐步 阐述 . 


定理 1.1.5 id SAFER, T ASERRE, W 

1) TOS AMY S 的 任意 理想 A, B, 如 果 (4Bjn 
(BAJCT, M ACT BCT. 

2) T 为 素 的 当 且 仅 当 T AYRABEM. 


证 明 D) ET XC, 且 对 S 的 理想 A,B, (4B]m(B4] C 
T. 因为 (4B],(BJ] 为 S 的 理想 且 


(AB](BA] € (AB) N (BA] CT, 


故 (4B] C T R (BA] C T. 如 果 (AB) C T, RJ AB C T, & 
ACTR BCT. mss (BA CT 的 情形 . 


EZ. 设 4,B 为 5 的 理想 且 AB CT, 则 
(AB|n (BA] C (ABIE (T) = T. 


KACTEBCT. 


2) 代为 素 理想 ， 显 然 工 为 半 素 且 弱 素 的 . RZ, Ww T 
半 素 且 弱 素 的 ， 且 abc T, 则 


 (bSa]? = (bSaj(bSa] C (bSabSa] C (bSTSa] C T. 


HT ARH, 8 (bSa| C T, 从 而 


(SbS](SaS] C (SbSSaS] C (SbSaS| C T. 
ik (SbS] C T ak (SaS) C T. 假设 (Sa5] C T, 则 
(1(a)?? € (Sas] € T. 


Km Ia) CT 从 而 a ET. AH, 从 (SbS]CT ugfübeT. D 
设 9 为 可 换 的 序 半 群 ， 则 3 agg xig Sus. 
事实 上 ， 设 人 为 弱 素 理想 且 abc T, 那么 


TajT = (aU Sau aS U Sa5](bU SbU bS U SbS| 
C (abu Sab] C (T] = T. 


iK aoeTmÁmbcT. 


下面 我 们 来 考虑 S 的 每 个 理想 均 为 素 理想 或 均 为 弱 素 理想 

时 ， S 有 什么 样 的 特征 . 

定义 1.1.6 设 S AFFE, S XOU PUER (intra 
regular), 如 果 (Va € S) ee(Sa23], 即 (YA C S) AC SA?S]; 
S 称 为 正则 的 (regular), 如 果 (Va € S) a € (aSa]; S RAF 
(A) 正则 前 ， 如 果 (Va € S) a € (So?] ((a?]). 

定理 1.1.7 FER S 的 所 有 理想 为 弱 素 的 当 且 仅 当 它们 
构成 链 且 引 理 0.3.5 中 任 一 款 成 立 . 


证 明 设 4, 召 为 3 的 理想 AX (AB) 也 为 S 的 理想 且 
AB C (AB], & 


. AC(AB] C (SB] C B, & B C (AB] C (AS| C A. 


又 因为 42 C (A), 故 A C (A). 显然 (42] C (AS] C A, 因此 
(4?] = A. 
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RZ, 2A, B,T 是 5S 的 理想 且 ABC T, RNa ACT 
& BCT. SXL BACBRBCA, 故 由 引 理 0.3.5， 
A = ANB = (ABI C(T] = T, B = ANB = (4B]E 
(T| = T. 口 
定理 1.1.8 FERS 的 所 有 理想 为 素 的 当 且 仅 当 它们 构 
RAH S FAME. 


证 明 设 5 的 每 个 理想 均 为 素 的 ， 则 S 的 每 个 理想 为 弱 素 
的 ， 由 定理 1.1.7, 它们 构成 链 ， 又 $ 的 每 个 理想 也 为 半 素 的 ， 故 
我 们 有 


(Va € S) at € (Sa?S] = a? € (SaS] >a € (Sa231. 


反之 , RS 为 内 豪 正则 的 , 则 $ 的 每 个 理想 是 半 素 的 ， 事 实 
LETH SHAM, Bo? € T, WA a € (Sa? S] C (STS] C T. 
由 9 的 每 个 理想 为 半 素 ， 则 

1) I(x) = (SzS], Ve € S. 事实 上 ， 因 为 z* € (SzS], 
得 sê e (SzS| 进而 f € (SxS), 故 I(x) C (S25). BR, 
(Sz5] C I(z). 

2) (ay) = I(z)nl(y) Yzy € 5. 事实 上 , I(ry) € 
I(z)nI(y) 是 显然 的 ， 设 上 E I(£} n I(y), & D, te(SzS]te 
(SyS], 存在 a,b, c, d € S 使 得 t < azb,t < cyd, M t? < cydaxb. 
另 一 方面 ， 


(ydaz) = ydarydar € STYyS C I(zy), 


ie ydox € I(zy), But t? € I(wy), 即 tE I(xy). 


设 工 为 5S 的 理想 且 abe T, W Mab) = I(a)n1I(b C T. 
因为 T(a) C I(b) 或 I(b) C Ia), Ia) C T M1) C T, 8 
o€c€T mmbcT. a 


注 1.1.9 it 4 为 序 半 群 S 的 理想 .如 果 S 为 正则 的 ， 则 
A = (A^. 事实 上 ， 显然 (42] C A, X A C (ASA] C (A7]. Ii] 
理 可 证 当 S A mE ( 左 正则 、 右 正则 ) Bj, 均 有 A = (47]. 
特别 地 有 S? = S. 

命题 1.1.10 2S AWAY (AS. £. AEW), 则 
S 的 每 个 极 大 理想 一 定 为 弱 素 的 . 


证 明 KA, BAS HM, MAS 的 极 大 理想 且 ABCE 
M. 因为 AUM, BUM 为 S 的 理想 ， wW AZM, BM, 
AUM = BUM = 5. 


S? = § = (AUM)(BUM) 
ABUAMUMBUM? CM, 


7. 
$82 m 系 与 拟 素 左 理想 


本 节 我 们 主要 讨论 序 半 群 S 的 左 理想 的 特性 ， 刻 画 一 个 左 
理想 为 弱 素 、 拟 素 或 盟 拟 素 等 的 特征 ， 主 要 结果 来 自 [外 . 


定义 1.2,1 设 工 是 序 半 群 S 的 左 理想 ， 工 称 为 弱 素 的 ， 
如 果 对 S 的 任意 理想 Lb Lh CLMWACLR CL. 


定义 1.2.2 à L 是 序 半 群 S 的 左 理想 ， L 称 为 拟 素 
的 ， 如 果 对 S 的 任意 左 理想 L, Lo Be CLAN CLR 
Lo C L. 上 称 为 拟 半 素 的 , 如 果 对 S HAERERE P HP? CL, 
则 PCL. 


定义 1.2.3 ” 设 工 是 序 半 群 3 的 左 理 想 ， 工 称 为 弱 拟 素 
的 ， 如 果 对 S 的 任意 左 理想 Li D; B LiLa CL, L C Li, La, 
则 Li = L k s= L. 
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不 难看 出 S 的 每 个 拟 素 左 理想 一 定 是 弱 素 的 和 弱 拟 素 的 ， 
但 是 这 三 个 概念 是 互 不 等 价 的 .我 们 可 举例 来 说 明 . 

例 1.2.4 我 们 考虑 序 半 群 S = (a bc d,e), 其 乘法 及 序 
关系 的 定义 如 下 : 


<: = {(a,a), (a,c), (a, d), (a, €), (b, b), (b, c), (b. d), (b e), 
(e, C), (e, d), (e, €), (d, d), (e,e)}. 

则 将 的 全 体 左 理想 为 ，{faj, {a,b}, {a,b,c}; {a, 6, c,d}, {a, b,c, e) 
mS; © l 
5 的 全 体 右 理想 为 : {a}, {a,b}, (a,b, c, e) dl S; 
S 的 全 体 理想 为 ， {a}, {a,b}, (a 6 e, e) RIS: 
不 难看 出 S 的 左 理想 (a bc) 为 3 MARERE, PETEM 
素 和 弱 拟 素 的 .事实 上 ， 


{a,b,c e (a,b, c, d) = {a,c} € {a,b,c}, 


{a, b, €, e) gZ {a, b, c). {a, b, C, d) g {a, b, c) 
mH 
{a,b,c,e} D {a,b,c}, {a,b,c,d} D {a,b,c}. 


例 1.2.5 ”我们 考虑 序 半 群 S= fa bc de, f), 它 的 乘法 
及 序 关系 的 定义 如 下 ， 


= {(a, a), (b, b), (e, €), (d, d), (d, c), (d, f). (d, a), (e, e), 
(e, 8), (e, f), (e, d), (e, ©), (e, a), (F, f)}- 


dhe f} 是 S 的 左 理想 ，S KRAANA (def) HAR 
想 为 ， 


Lı = {a,d,e,f}; Ly = {b,d,e, f}; 

Ls = {e,d,e,f}; La = {b,c,d,e, f}; 
{a,c,d,e, f); Le = {a,b,d,e, f); 
In = S. 


我 们 可 以 证 明 LL; Z {d,e,f} (i,j = 1,2,3,4,5,6,7). 事实 
上 ， 因为 ij € {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, 我 们 有 f € Li, HFE ce 
{a,b,c} 使 得 ze Lj. 不 难看 出 fz m6 LL; fg {d,e, f). 
因此 b={de, f} E S NRWKAMM, B L= {d,e,f} 不 是 
拟 素 的 . 因为 (cde) 是 S 的 左 理想 且 {c,d,e}? C (de, f), 但 
{c,d,e} € {d,e, f}. 


一 个 序 半 群 S RAE duo (4 duo), 如 果 S 的 任意 一 个 左 
理想 ( 右 理想 ) 是 S 的 右 理想 (AEE) 我 们 不 难 证 明 下 面 的 命 
B. c 

AM 1.2.6 设 S 是 序 半 群 ， 如 果 S EE duo 或 可 换 的 ， 
或 9 的 所 有 的 左 理 想 关 于 集合 的 包含 关系 构成 链 ， 则 弱 素 、 拟 素 
和 弱 拟 素 三 个 概念 是 等 价 的 ， 


i~ 
e 
II 


为 了 进一步 刻画 这 三 类 素 左 理想 ， 我 们 引入 以 下 概念 . 


EX 1.2.7 ik M 是 序 半 群 S 的 一 个 非 空子 集 ， MRA 
nm, WR 
Va,b € M, iz € S: (arb NM #9. 


可 以 看 出 序 半 群 3 的 m. 系 的 定义 是 一 般 半 群 m 系 定义 的 
Hy. 


定义 12.8 i 工 为 序 半 群 S 的 左 理想 ，JM 为 5S 的 非 空 
z0, (M,L) 称 为 5 的 弱 m 系 ,如果 LNM 二 6 且 
(YmnEM) ((mUL)S(nu L)]n M z 9. 


设 M m, LHS 的 左 理想 , BLOM =O. 则 对 任 
((mU L)S(nu L) AM z b. 


命题 1.2.9 设 工 为 序 半 群 5 HARM, MAS 的 非 空子 
18, EA (M,L) X m R. WE PX; Sie LA PNM = 
RANA, "UD P 为 S 的 弱 拟 素 左 理想 

证 明 设 Li, Le 为 SS 的 左 理想 , HPC La, La, Wie CP. 
jj P = L, 或 了 = 也， 

mE PAL, BPA Le, WHE a€ Li\P, be Lo\P, 使 
得 . 

PCPUL(a)CLi;, PCPUL(b)C La. 
tH fee BE 
(PUL(a)nM £0, PCcC(PUL(b)nM £9. 

1X mı € (PU L(a)) n M, ma € (PU L(b)) à M. Wl 


((m1 U L)S(mz U L)] 


Pn 


((L1 U L)S(La U L)] 

(L1SL2 U LSLU LSL U LSL) 
(L1SL)] 

(LiL2] c (P] = P. 


IN IN IA I 
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结果 ((m UL)S(mp UL) n M € Pn M =0, 31 (M,L) AB 
m 系 矛盾 . a 


定理 1.2.10 设 工 为 序 半 群 5 的 左 理想 ， 则 下 列 各 款 等 
ffr: 

1) 工 为 弱 拟 素 的 ; 

2) i& Li, L2 AS HARM, (LU Li)(LU La) € L, iy 
Li C Lg Le CEL. 

3) Rh A S WERA LOCH, Ann CL, W 
Iy=L at Ig CL. 

4) & Li, L2 X S HABA (LUD CL Wy Dc L 
Bk L.C L. 

5 i abe S, ((aUL)S(bUL) CL, Mach moe L. 

) (S\L, L) BY m 系 . 


定理 1.2.11 W o3 为 序 半 群 ， LAS 的 真 堪 理想 ， 则 下 
列 各 款 等 价 : 

1) L 为 拟 素 的 . 

2) #a,beS H (aSd] CL, NacL&beL. 

3) S\LA m f. 


以 上 二 个 定理 的 证 明 作为 练习 . 


TLAS 的 堪 理想 ， 4 I(D) :- (ze S | Le € L}, I(L) 
称 为 工 的 理想 化 子 ， 容 易 验 证 I(L) 为 S 的 子 半 群 ， 工 为 L) 
的 理想 . 设 了 为 3 的 子 半 群 ， 且 工 为 了 的 理想 ， 则 全 E 了 (LD). 

Xdud(L):- (ze L| xS C L}. mF 4(L) z 0, Wr iE) 为 
S 的 包含 在 CL 中 的 最 大 理想 . 


| $M1242 dg 3 为 序 么 半 群 ， 工 为 3 的 弱 拟 素 左 理想 ， 
则 如 果 i(L) #0, i(L) 是 S 的 弱 拟 素 理想 . 


证 明 abes, (aSd] C i(L). w 


(SaS](SbS] C (S(aSb)S] C (Si(D)S] C (SH C (L] = L. 


由 假设 (SaS] C L s& (SbS] C L. 如 果 (SaS) C L, th i(L) 是 
包含 在 L 中 的 最 大 的 S 的 理想 ， 故 (SaS] C ilL), 从 而 a = 
1-a-1€ (SaS) C i(L). 同 理 , 如 果 (SbS] C i(L), TE b € i(L). 
由 定理 1.1.2 iL) 为 5 的 弱 拟 素 理想 . o 


定理 1.2.13 设 S 为 序 么 半 群 且 荆 为 3 的 左 理想 但 不 为 
S 的 理想 ， 则 下 列 各 款 等 价 ， 

1) 工 为 弱 拟 素 的 . 

2) Li 为 S 的 左 理想 且 LL, CL, Wi Di C L. 

3) kaes H L(Sa] C L, Wl ac L. 

4) 工 是 包含 在 I(L) 中 的 S 的 最 大 左 理想 . 


证 明 1) = 2) HEL, CL. W (LS]L, C (LSH]] € 
(LLj € (L] = L. A (LS] X S 的 理想 且 上 C (LS), i& LC 
(LS). 由 定理 1.2.10 中 1) — 3) Bn CL. 

2j — 3) 设 aE5, 由 2), (Sa] C L, && a € (Sa] C L. 

3) = 4) KHA LCI). 8 KoXSmzmisHXK-c 
I(L) Rae K, 则 

. L(Sa| C L(SK] C L(K] = LK C LI(L) CL. 
di3)acL. 

4) = 1) B Lr 上 2 为 S HERE, LC Lyda H 
LiL; C L, W L2 = L. BRE, AW LL C Lla C L, & 
La C I(L), 因此 L: C L. X LC L5, lk Lo = L, MUL AG 
WK. 口 


在 引 理 0.3.5 中 ， 给 出 了 每 个 理想 均 索 等 的 序 半 群 的 刻 夯 . 
本 节 最 后 我 们 通过 拟 素 左 理想 给 出 每 个 左 理想 均 为 才 等 的 刻画 . 


定理 1.2.14 设 S 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 等 价 ， 
1) S f| EET ARS, 
2) i Li, L3 A SMARMA Lin La #0, 那么 Nla CS 
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(LiL); 
3) L(a) = ((L(a))], Vae s; 
4) a € (SaSa] , Vae S; 
5) S 的 每 个 左 理想 是 拟 半 素 的 ; 
6) S 的 每 个 左 理想 是 S 的 包含 它 的 所 有 拟 素 左 理想 的 交 . 


证 明 1) = 2), 2) = > 3) 和 3) = 4) 类 似 于 引 理 0.3.5 
KES. | 
4) = 5) 设 工 为 左 理想 对 S 的 任 一 左 理想 P, 如 果 
P? C L, Wl Va € P, fH 4), - 
a € (SaSa] C (SPSP| € (P?) € (L) = L. 
5) = 6) 设 工 为 5 的 左 理想 . 令 
M={K|KAS 的 拟 素 左 理想 ，K DL}. 
BA LC KYK EN, Att L C ()gc, K. 如 果 存在 a € 
kev K agl e 
B:={P| PS 的 左 理想 POLagP) 
HF DeB, 故 BAO. h Zorn 引 理 B 中 存在 极 大 元 Pnax. 我 
们 下 面 证 Prax 为 S 的 拟 素 左 理想 . HE b,c € S B (bSc] C Prax. 
如 果 bg Punax c Pa, 则 a € L(b), El L(a) C L(b). 事实 
t, WẸ ag L(b), M ag L(b) U Pmax, A L(b) U Pau 真 包含 
Puax 这 不 可 能 、 同 理 可 证 Lla) C L(c). 因为 


(L(a))? ({L(a))] € (L(6)L{e)], 

(L(b))? ((L(8))"] € (bu Sbj(bu Sb] 
(b7 U bSb U Sb? U SbSb| C (Sb), 
((L(e))?] € (eU Lleu Le] 
(c! Uu eScu Sc? U SeSe] € (Sc, 


IN d d d an 


(ZO) 


HBR, L(b)c (50, L(c) C (Sc] , L(a) € (L(b) L(c)]- 因此 
a€L(a) € (L(b)L(c)] 


((S8](Se]] = (SbSc] 
(SPmax] € Pmax, 


iN n 


FE. 故 Pnax ROS 的 拟 素 理想 . X Pmax € M, 这 也 是 矛盾 的 ， 
w L= fke K. 
6) 一 1) RLAS 的 左 理想 ， 令 
A:={K | 为 5S 的 拟 素 左 理想 ，K 2 (L*I}. 
& 6). (247) = (ig. AK. BL? C (7] € K,YK CA, A 
LCK,VK EA. 结果 


LC N K= (L’], 
KEA 
& L= (Ly. | o 
在 有 单位 元 的 环 Rt, FRENA: 民 为 单 环 当 且 仅 当 


R 的 每 个 左 理想 是 素 的 回 . 在 序 半 群 中 有 没有 类 似 的 结论 呢 ? 现 
在 还 没有 完全 的 解决 . 


§3” 滤 子 与 Green 关系 


在 本 节 中 ， 我 们 讨论 序 半 群 的 泪 子 ， 特 别 是 一 个 元 生成 的 泪 
子 以 及 序 半 群 的 Green X5. 

定义 1.3.1 E SA—-FER, SH-PTHH PF RAS 
Hes, MRP Re: ebcFobcFacFHbcF; 
QaceFa<ceSoceF. 


定理 1.3.2 设 S HERE, OA FCS, 则 下 列 各 款 等 
价 ， . 

DFAS HEF: 

2) SF 为 5 的 素 理 想 ; 


证 明 ORR. 口 


设 了 为 3 的 素 理想 ， 我 们 定义 S 上 的 二 元 关系 
or: = {(z,y) | (2, ¥E D Viz.y Z D} 
不 难 验 证 cry AS 上 的 半 格 同 余 . 


设 N(xz) A S 中 生成 的 滤 子 ， 定 义 S 上 的 二 元 关系 
N: = {2,9) | Nx) = NG)- 
BRN 为 5S 的 等 价 关系 且 


命题 3.8 4 5 为 序 半 群 ， 则 下 列 几 款 成 立 ， 
(1) NBS HERTS, 


(2) N 2(Mon € T(S)), Xx & T(S) 是 S HARER. 


证 明 (1) & (z,y) € N,z € S. 因为 zz € N(zz), 有 
zz € N(zz) Mitt y € N(y) = N(x) C N(zz). H zy € 
N(zz), 得 N(zy) € N(zz). 对 称 地 ， N(zz) C N(zy) mar. 

. B (zz, zy) € N. 同 理 可 证 ， [zz,yz) EN. 


#2 eS, BH x? € N(x”), M 2 € N(x”), Am N(x) CC 
N(z?^y. X. æ? € N(x), k N(z?) C N(z). 我 们 有 (zc?) EN, 
X zy € N(zy), W z,y € N(xy), 因此 N(yz) € N(zy), 同 
理 可 证 N(zy) C N(yz), 故 N(zy) = N(yz). t N 的 定义 ， 
(ay, yx) EN. 

(2) (szy) E N,I ETS). WẸ (2,y) € cr W zg 
LycelmÁzclhygli mee Zi, Npzc Wi. BT 
SM XT. dz € N(x) C SM. BA N(x) = N(y), 所 以 
yE Ng)ecsy,tiuygl,Tu. ABW y¢giececl t 
情形 不 成 立 . 

另 一 方面 ， 设 (zy) € or, VI € T(S). we (x,y) € N, 
W rg NU) R yg N(x). Kae ¢ Ny), Wee S\N(y). 
为 S\N (y) 为 S 的 素 理想 且 y d S\N(y), 由 of 的 定义 可 得 
(z,y) $ asnay PR. 口 


设 SARL, S 上 的 Green 关系 是 SS 上 的 如 下 二 元 关 
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= {(2,y) | R(=) = R(y}}; 
= {(2,y) | Lx) = Ly}; 
(m.s) | T(z) = Ky); 
= RAL. 


Dogs o 
i 


$HE1..4 2S 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 立 : 
1) R(L) & S HEAR (GAR); 

2) 设 A,B,A 分别 表示 S HAREE, ARER, ME 
则 


= [Mor] IEA}, £ = (ior | Fe By, 
T= {Yor | I € M}. 


. 39 4CRCTCN,HCCCTCN; 


则 


4) RA B,T 分 别 为 S 的 右 理想 ， 左 理想 及 理想 ， 则 
A= Ut(z)jg| ze A, B = U{(x)c| v € B), 
I = U((z)r|z€1). 


证 明 1) BARES LWSHKA, 设 (x,y) ER, c € S, 


R{cz) (ez UexS] C (cl(zU zS] = (cl(yU Sy] 


(cy U eyS] = R{cy). 


li 


i Y 


类 似 地 ， 可 证 R(cy) C R(ez). 


”2) 设 (x,y) € R, WREE I E A, 使 得 (z,y) € op, WA 


relyglmÁsgeczlyel.Wazclhygl,9^4 


R(y) = R(z) = (xuzS|C I—y€l, 
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不 可 能 , AA rE Lyg I, 也 不 成 立 . KR C Mor Z € A R 
之 ， 设 (z, y) € (Me: | Ic A}, 则 (2. y) € C R(z): 有 YE Riz), 
即 R(y) C R(x). FB, A (z,y) € ony, f8 x € Rly), & 
R(x) € R(y). 2) 中 的 另外 二 个 等 式 可 类 似 得 出 . 


3) 由 2) 和 命题 1.1.3 不 难看 出 


HORCTON, HELETEN. 


4) 设 妇 为 5 的 右 理 想 , Wee (er Elir |z € A}. 
又 设 y ELU{z)R | z € A}, FE x € A 使 得 yy € (z)g, Bn 
R(z).= R(y) ik y € R(x) C A. 同 理 可 证 另 二 种 情形 . 口 


一 个 序 半 群 S RAE ( 右 ) 单 的 ， 如 果 S 仅 包含 一 个 尺 (C) 
类 .5 称 为 单 的 ， 如 果 5 仅 含 一 个 T 25. 我 们 不 难 证 明 5 为 左 
(H) 单 的 当 且 仅 当 (Sa] = S ((aS] = S),VacS. S 为 单 的 
当 且 仅 当 (SaS] = S, Vac S. 


-下面 我 们 主要 讨论 5 的 一 个 元 素 生成 的 滤 子 N(2). 
定理 1.3.5 FFR S ARREN HER 


(vz € S) N(r) = {y€ 85 |z € (Sy5]}. 


证 明 res, SARREN, + 
T: = {y€ 5 |z E (SyS]}, 
WM 2 € (Sr? S] G (S25], k x ET. $ y,zET, W 


€ (S(SyS](Sz5]5] € (SySz5] 
C (S(S(ySzy^S|S] C (SySzySz5] 
C (SzyS]. 


mu z € (Sz?5] 


w zy ET. Xit yz €T, Ml x € (SyzS] C (SyS],(SzS]. 因此 
yET,zET. RyeT zeSHy<z, Wu 


z € (SyS] C (SzS], 
MEET. RZ, Axe E N(x), M z? eN() ükzc(Sz25]. 
| 口 
推论 1.3.6 ”一 个 序 半 群 是 内 察 正 则 的 当 且 仅 当 NA = J. 


证 明 DE VOS AARIEMM, Hew 1.35 ， 设 
(r,y) € V, WW z € N(y), WA y € (S25) C I(z); BB, H 
y E N(x) 8 z € I(y), ik I(z) = Iy), 8 (x,y) € J. 


Rz, (x,y) € J, Mee Ily) = (S'yS], X y € (Sy?S], 
故 有 
z € (S'(Sy^s|S'] c (Sy? S] C (SyS]. 


由 定理 1.3.5, y € N(x); 对 称 地 ， 可 证 x eE Ny) 


X44 a € S, 因为 (z,z2),(z2,z4) ON, M (2,22) € 
J, (z2,2*) € J, Ep I(x) = I(x?) = I(z*). 因此 


zeE(Slz251] = (Slz451] = (Sizz?zs!] C (Sz^S]. O 
定理 1.3.7. 设 S 为 序 半 群 ， 则 S 的 每 个 左 理想 是 半 素 县 
S AE duo 的 当 且 仅 当 
N(z) = (ye |æ e (Sy]- 
证 明 必要 性 设 zES， 
T: = {yE S |x € (Sy]}. 


因为 z? E (Sr), & x € (Sz, Ami zr € T. X yz € T, W 
z € (Syl, (Sz]. 故 z?ece(Sy|(Sz]. X S Az duo HH, W 


x? € (Sy}(Sz] € ((SyS]z] € ((Sy]z] = (Syzl, 
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因此 x € (Syz], 从 而 yz € T. Rik yz € T, Wx € (Syz] C 
(Sz], W z € T. 另 一 方面 (Sy]z C (Syl, & 


z € (Syz] = ((Sylz] € (Syl. 


因此 y ET. 
wP yET y< zE S, 则 显然 TE (Sy] C (Sz],A zET. 
设 ABR ce MBT. Yy ET, Axe (Syl, FE s € S, 
EH z < siy, Haye F, Ait y € F. 


充分 性 HLAS WARM, Hr? eL, 因为 22 € N(z), 
Biz E (S27) CL. X Vye Ls € sS, M sy E€ N(ys) = N(sy), 
ik ys € (Ssy] C (Sy] € L, Bp LS C L. 口 


推论 1.3.8 d S HE duo fü, WS 的 且 每 个 左 理 想 为 半 
素 的 当日 仅 当 和 = L. 


”证 明 必要 性 设 (z, 科 EN, 有 zxEeN(W,y€EN(z), 即 
| y€ (Sa) E L(z),a € (Sy] C L(y), 


& (zy) € L RZ, 设 (ry € £, We e (Sty. RAH 
y! € (Sy), Ry € (Syl, Alb æ € (S'(Sy]] C (Syl, Bl y € N(2. 
mu zeN(y) 得 (zy EN. 

充分 性 ”设伏 EL,IL 为 3 的 左 理想 因为 my) EN, 
W (uy) E L, i y E (Sty C(S'L] = L. XVzeSae 
L, (az, za) € N, ff (ax, za) € L, 从 而 az € (S'za] C (Sa] C 
L, Bl LS c L. a 

类 似 地 我 们 可 得 出 

定理 1.3.9 SAA duo W, WS 的 且 每 个 右 理想 为 半 
. 素 的 当 且 仅 当 N =R, 当 且 仅 当 N(x) = {y |y € (yS]}. 


定理 1.3.10 şt S X duo 的, 则 3 的 每 个 理想 为 半 素 的 


当 且 仅 当 
N(z) = (ye S| z e (ySy}}. 


证 明 ”必要 性 ”由 定理 13.7 和 定理 1.3.9, 
N(x) = {ye S| ce (Sy]} = {ye S| we (yS]}, 
y € N(x), 则 z? € (ySy|. 这 是 因为 
| (ySy|S € (y(Sy]5] € (y(Sy]] = (Sy). 
FI S(ySy} C (S(uS]y C ((vSly] = (uSyl. 故 (uSyl X S t 


理想 ,再 由 假设 得 ze (ySy]. Rz Xi T € (ySy], WM v € (yS), 
Ami zeN(). | 

充分 六 WR LOSS HEB, z?€ L, WA (2,27) EN, 
f$ z € (z?Sz?] C L. Va € L,s € 8, KM (as,sa) EN 得 
as € (saSsa] C (Sal C L. 同 理 可 证 S 的 右 理 想 R 的 情形 . O 


推论 1.3.11 S X duo 的 且 每 个 理想 为 半 素 的 当 且 仅 当 
N = H. 


§4 C 左 理想 


在 第 二 节 的 要 础 上 , 本 节 我 们 讨论 一 类 特殊 的 左 理想 ，C 左 
理想 主要 结果 来 自 [7]. 


定义 1.4.1 设 荆 为 序 半 群 S 的 左 理想 , MRLC (S(S— 
L) RLA SHC AMM. 


R 5S 为 序 半 群 且 包 含 最 大 元 6, e? =e, 则 S 的 每 个 真 堪 理 
想 工 均 为 C 左 理想 . S 本 身 不 为 5 的 C HMA. 在 例 2.2.2 
H, L= {a,b,d} X S 的 左 理想 但 不 为 C HRM, Le = (d) 
R SW CERA. 

S 称 为 C 左 单 的 ， 如 果 S 不 含 局 左 理想 . 
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命题 1.42 ix S 为 可 换 非 左 单 的 序 半 群 ， 则 人 S Hes 
有 C 左 理想 . 


证 明 ETA SHREE, I 
0x M= (TS(S ~ T) ETN(S(S-T)]. 
M 为 C 左 理想 . HH S-TCS-M, s (S(S-T) 
(S(S — M)J. 


定理 1.4.3 d 5 为 其 两 个 真 左 理想 M M2 的 并 ， 即 
S= Mi U Ma, W Mi, Mo 均 不 为 S ff C 左 理想 . 


证 明 由 定义 可 直接 推出 . a 
由 此 定理 我 们 可 以 得 到 


推论 1.4.4 序 半 群 8 如 果 包 含 多 于 一 个 的 极 大 左 理想 ， 则 
这 些 极 大 左 理想 均 不 为 C 左 理想 ， 换 句 话说 ， S 的 一 个 极 大 左 
理想 工 为 C 左 理想 ， 则 必 为 最 大 左 理想 . 


命题 1.4.5 k SAFER, S 中 包含 最 大 真 左 理想 L, 
则 存在 aE S$ 一 (S3] HB L DS —[a) m L X; C AB. 


证 明 KL AS 的 最 大 真 左 理想 ， 则 
(S(S- LCL" R S - (S(S 5)]. 


c 
口 


如 果 L RRC 左 理想 ， 必 有 (S(S— L] CL". 从 而 


(5 = (S(S — L') U SL*] C ((S(S - L*)]U(SL*] C z^, 


Ait, 5S 关 (52]. Rae S—(S4,US-l) 为 5 MAR. - 
事实 上 , VbeS—ja) H z € S, I che S—[a). #1 xb [a), 
即 a < zbe (S32], FG. Mice S—[a). BT L' 9 S 的 最 大 
左 理想 ， 因 此 S — [a) C 五. 口 


绪 合 推论 1.4.4 和 命题 14.5, 我 们 有 
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$8 1.4.0 设 5 为 半 群 ， 工 为 5S 的 极 大 左 理想 . MLA 
2 左 理想 当 且 仅 当 上 是 5S 的 最 大 真 左 理想 . 


证 明和 留 作 练 习 . 


定理 1.4.7 PLES 的 所 有 C 左 理想 关于 集合 的 并 、 交 
运算 构 成 S 的 左 理想 格 的 子 格 . 


证 明 Wt Li La 为 5 的 两 个 C EMM. 容易 验证 Lin Le 
电 为 C 左 理想 . 因为 S—(UyUL2) £40, 5 Yz c 上 1, FHEAES, 
yES—Ly fet m < ay. . 

1) mR ye sS- (LU L2), BA x € (S(S - (L1 U L3))]. 

2) mye sS- L H yE le, HH zES—Iy,bES i 
By<bz Ezgi. BU yE li, FH. HL x < ay < abz 
Hze€S-(LiUL,), ik 


z € (S*(S — (h U L3))] € (S(S — (hy E3))]. 


从 而 Ly C (S(S—(LiUL2))]. 同 理 可 证 L2 C (S(S-UAUL2))), 
Bp £4 U La C (S(S — (Li U La3))]. LI 


EXC 左 理想 在 一 个 序 半 群 中 的 存在 性 问题 也 是 十 分 有 趣 
的 问题 . 我 们 可 以 通过 S 的 左 基 的 概念 给 出 S 的 最 大 C 左 理想 的 
存在 性 刻画 ，S 的 一 个 子 集 ARA S 的 左 基 , 如 果 1)(AUSA] = 
5; 2) 不 存在 A 的 真子 集 B 使 得 (BUSB] = S. 关于 这 部 分 内 
容 读 者 可 参见 [4,7, 8]. 


本 节 最 后 我 们 刻画 两 类 序 半 群 . 


定理 1.4.8 i S 为 非 左 单 的 序 半 群 ， 则 5 的 每 个 真 左 理 
想 均 为 C 左 理想 当 且 仅 当 S 满足 下 述 二 条 件 之 一 ， 

1) S 中 包含 最 大 真 左 理想 L* 且 为 C 左 理想 ; 

2) 8 = (S?], 而 且 对 任意 真 左 理想 工 与 a € L, 存在 bE 
S — L && L(a) C L(b). 


证 明 必要 性 RS 的 每 个 真 左 理想 为 C 左 理想 ， 则 也 定 
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H 1.4.3, S 中 最 多 售 一 个 极 大 左 理想 . 设 上 为 极 大 左 理想 ， 我们 
可 证 S-LASH ca, MAE ac 5 使 得 (a}c = S-LA 
^S HEX CI. RZRELASHABBAS-LAS HR 
KLE, W L 一 定 为 S 的 极 大 左 理想 . 


1) WHS PARAL (a)e, AS—()e 为 S 的 惟一 


RAAB. 则 它 一 定 是 最 大 真 左 理想 ， 由 假设 它 为 C 左 理想 . 


2) MRS RRA LH, W S = (52]. FMR x E S—(S?], 
则 L(z)7 5( 如 果 L(x) = S, W (x)e ARK LH). 因为 L(z) 
为 S 的 CC 左 理想 故 有 O 


z € L(z) C (S(S — L(z))] € (S?], 
FR. ELAS 的 任 一 真 左 理想 ， Vac L4 
a€ L(a) C L C (S(S — L). 
所 以 存在 be S LIER ac (SE] C LC), Bl L(a) C L(b). 因 
X bÆ L, th L(a) c (0). 


充分 性 dmm 1) ur, RL S 的 任 一 真 左 理想 ， 则 
LCL*C(S(S—L*)| C (S(S  L)]. HU L * C 左 理想 . 


如 果 2) mx, RL A S 的 任 一 真 左 理想 ， Ya € L, 存 
# bE S-L t& L(a) C L(b. OS = (S?], FE dE S 使 得 
b € (Sd), Bl L{a) C L(b) C (Sd. HX bg L,tkdg L. 因此 
L(a) C (Sd C (S(S — LJ. h a 的 任意 性 得 工 C (S(S 一 Di 
即 工 为 C 左 理想 . 


定理 1.4.9 设 3 为 序 半 群 , WSACAMH4EARYAS 
是 它 的 极 小 左 理想 之 无 交 并 . 

证 明 必要 性 Wb SOC m, Vac S, & L(a) = (Sal. 
否则 ag (Sal, 有 (Sa] C (S(S — (Sal)], BI (Sa) X S HC 
We, JE. HLA S 的 左 理想 且 LC (Sal. AX ag L, t 


LC Sa CC (S(S - L)), FE. ik (Sal 为 S 的 极 小 左 理想 ， 又 
S = U (Sa), 所 以 S 为 它 的 极 小 左 理想 之 并 ， 由 (Sa] 的 极 小 
acs 


性 ， 得 该 并 显然 是 不 相交 的 《 除 重合 ). 

充分 性 设 3S= YUL LAS 的 极 小 左 理想 ， 易 知 每 个 
Li(i € D) 恰 为 一 个 £ "T J| 2 1, | SER, BRSAC 
左 单 的 . 如 果 I|» 1,4 Lou 3 的 任 一 真 左 理想 , WELL = UL. 
JcI,S-LU( U p» 由 定理 1.4.2, LR RE C ZEE. O 

ic i 

我 们 知道 Ljapin 证 明了 如 果 半 群 S 是 它 的 极 小 左 理想 之 
Jt, HA S 一 定 是 单 的 ， 该 结论 可 以 推广 到 序 半 群 . 

定理 1.4.10 如 果 序 半 群 3 — Li, PRT Li 为 极 小 
EME, WA S 一 定 是 单 的 . | 

“推论 441 任何 C 左 单 的 序 半 群 一 定 为 单 的 . 


§5 素 根 定理 


众所周知 ， 环 的 根 的 很 多 性 质 在 半 群 中 也 成 立 .例如 在 半 群 
中 ,我 们 已 经 证 明 每 个 半 群 理想 可 以 表达 成 为 包含 它 的 S 的 所 有 
素 理想 的 交 . 通常 这 一 结果 称 为 S 的 素 根 定理 图 ， 在 本 节 中 ， 
我 们 将 这 一 结果 推广 到 序 半 群 中 去 . 


我 们 首先 做 以 下 的 准备 . 


引 理 1.5.] IW S 的 理想 MM 为 5 的 m RA 
INM =0. 那么 存在 一 个 极 大 m 系 M* sS InM'-UHB 
M C M*. | 

证 明 设 M S Heu M 且 与 了 不 相交 的 im Xt. 则 
M x 9, EX MEM. E C JE M mie B D = Ugel. 
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设 a,b € D, BEC € C ER a beC, 则 存在 2 € S 使 得 
(azxb] n C AO. Ak (axb) n D0, Hm ifie X, DAM 
A RMCDH 


rnD=rn(Ujc=UCnc)= 


Cec Cec 


由 Zorn 引 理 ， M 中 包含 极 大 元 M". 口 


引 理 1.5.2 4 5,1, M fa M" 同上 引 理 , WS-M 是 S 
的 包含 了 的 极 小 弱 素 理想 、 

WEBB a,b Ee SB (eS) CS- M*, N acs- Mg 
be S—M*. Bill ab g S— M*, fi abe M*. HA M* Hm 
KR, 存在 zE 5 ER (arb) N M* 409 (axb) C S- M* FB. 
由 定理 112, S$ 一 M' 为 S IER. BRICS—-M*. 设 
J 为 5 的 弱 素 理想 且 了 CJ CS 一 JM*, 由 定理 1.1.2 Xm sm 
EX, S-J3X m$, BR(S—J)NI=0,H M*cs—-J 
和 M* 的 极 大 性 假设 矛盾 . 因此 S- M* 为 5S 的 包含 了 的 极 小 
弱 素 理想 . 口 

引 理 1.5.3 了 为 序 半 群 S 的 半 素 理想 ， WENA KRW: 

(1) Wk abc I, W axd € 1, Vx € S; 

(2) 5 ab^ € I, Vn € N, M ab e f; 

(3) 设 aaz -an E I, W ainar tt ann € D, XH m Æ 
L2, n P—P wR. 

该 引 理 的 证 明和 [10] 中 引 理 IL3.5 的 证 明 类 似 ， 略 ， o 

引 理 1.5.4 Wb M39 S Hg mR, 了 工 为 3 的 半 素 理想 且 
InM =@. 那么 存在 S HEKERE P B ICP POM =b. 
进一步 地 ， 下 列 各 款 成 立 ， 

(1) &agP,a!P-(b|beS,abc P}, Wa 'P=P. 

(2) P S 的 素 理想 . 


证 明 由 Zorn 引 理 ， 叫 的 存在 性 是 显然 的 下面 我 们 证 
(1) 和 (2) 两 款 . 

(1) BR PCa P. bea tP, yES H y<b, MA 
ay Xabc P. Maye P, fiyca P. Brea PyesS. 
那么 az € P, 从 而 azy € P, Hl zy € aP. 由 引 理 1.5.3(3), 
yr€a P. Rc? EarlP, 则 az? € P, 由 引 理 1.5.3(2), 得 
az € Pk wea P. 综 上 所 述 ，a 1!P 为 S Messi. 另 
一 方面 

A) 如 果 a € M, 则 a1PNM =0. Xxr, mR bE 
MNa-!P, 那么 ob c P HEE z € S 使 得 (asb) n M #0. h 
引 理 1.5.3(1) ,因为 abe P, dk azb e Pa POM — 0 FH, 
ka POM =} X ICPC aP. 由 oP 的 极 大 性 得 
aiP = P. l 

B) MẸ agM, 我 们 也 有 a 1PNM = 事实 上 ， 如 果 
c€a PNM, BA ace P, 从 而 ca € P. Hit, aec iP. 
MA PAM =f, 必 有 cP (否则 有 a€ P). mA) 的 讨论 
P =P. 从 而 &e P 和 假设 矛盾 ， 同 上 讨论 , 有 a 'P=P. 

(2 h (1), Babe P,ag P, WH beaP =P, t P 
为 素 理 想 . 口 


十 面 我 们 给 出 本 节 的 两 个 主要 定理 ， 


定理 1.5.5 SAFER, N S 的 每 个 弱 半 素 理想 了 可 
以 表达 成 S 的 所 有 包含 了 的 弱 素 理想 的 交 . 

A X (P.jeer 是 的 包含 了 的 弱 素 理想 集 ， 显 然 
Ic Naer Fs. 

假如 do € I, 记 Do = [do), 因为 了 为 弱 半 素 理想 ， 则 
(doSdo] Z I. 否则 (SdoS]? = (SdoS](SdoS] C (SdoSdoS] = 
(S(doSdo]$] C (SIS] C 1 . Ami (SdoS] C T. 又 


I(dg)? = (do U Sdo U doS U SdoS]? € (SdoS] C I, 
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故 do € I(do) C I, FR. 

由 上 证 ， (doSdo] Z I, 从 而 存在 zo € S 使 得 (doxodo] 个 
(SX) Ad. 那么 存在 d € SAI, 使 得 d < doxodo . HAI, 
所 以 dozodo a 从 而 (doxodo] MIAO. & 

= [dozodo), di = dozodo, 
WW dy gI. "" 我 们 有 M = Ugo Dr, 这 里 Dn = (da), da = 
dn-1Zn-1dn-1; di € T (i = 1,2,3,...). 因为 每 个 D, MT RA 
X, & 人 I=6. 下 面 我 们 证 MM 为 5 的 m 系 . ia, bec M. 
存在 D; D; 使 得 a c Dibe Dj, 那么 
a > di = di-i£i-idi-1;, b> dj = dj_12j~-1d;-1. 
A) in & i= j, BA azib > dizidi = dizi, Wi [az;b) C 
Djan € M, 从 而 (ax;b] n M 关外 
B) MH j >i, BARH k ES 使得 


dj = dj-12j-idj-1 = dj-a(2j-2dj-28;-1dj-22;-2)dj-2 


= + = dikdi, 


BA c 
a(kd;zj)b > dikdjrzjd; = djzjd; = dj+1. 
因此 (a(kdiz;)b] OM z 0, AA a(kdizj)b € Dj41. 
同 理 如 果 j <i, 类 似 于 B) TE h CS 使 得 (ohb] n 
MM 关外 SERB, MASH m FR, 由 引 理 1.5.2 和 1.5.4, 存 
TES HRA mA M'McM",M'niI-z( S\M* 为 S 的 极 
小 弱 素 理想 且 了 GE S\M*. AA do € M*, 我 们 有 do € S\M", 
AT do € Naer Pa: 结果 Neer Pa C I. n 


通过 以 上 证 明 ， 我 们 不 难看 出 S 的 每 个 弱 半 素 理想 了 是 5 
的 包含 了 的 所 有 极 小 弱 素 理想 的 交 ， 

定理 1.5.6 US 为 序 半 群 ， 了 为 S 的 理想 ， 则 下 列 各 款 
等 价 : 

(1) 了 是 S 的 包含 它 的 所 有 素 理 想 的 交 ; 
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(2) 了 是 S 的 包含 它 的 极 小 素 理想 的 交 ; 

(3) I Ue (z)u; 

(4) 工 是 半 素 的 . 

证 明 (1) — (2) 显然 ， 由 推论 2.3.2, S 的 每 个 素 理想 是 
N 类 的 并 ， 由 分 了 工 为 W 类 的 并 ， 故 (2) => (3) 成 立 . 

(3) — (4) RI=Uf{(2)w |z € 1j, a? c I. W a € (a) 
= (acl. 

(4) — (1) 设 {Py}wer 为 5 HAST HABER, WA 
IC oero MRa 了 由 定理 15.5 的 证 明 ， 我 们 能 构造 出 
—^ m M 使 得 a € M,MNIT 一 和 由 引 理 154, FES 
的 素 理想 P fag P AICP. A ag 站 ser Po ^s 
Neer Ps € I. 


本 节 最 后 ， 我 们 给 出 环 论 中 根 的 类 似 结论 ， 


定义 1.5.7 设 S 为 序 半 群 ， 了 为 S 的 理想 ， 那 么 子 集 
{reS "el, ne N) 
称 为 了 的 根 ， 记 为 VI. 


显然 TC VIA (V7 = JI. 


X3 1.5.8 设 8 为 可 换 的 序 半 群 ， 了 为 S 的 理想 , 则 VI 
是 S 的 包含 了 的 所 有 素 理想 的 交 ， 


证 明 dr s pA, 则 VI 为 5S 的 半 素 理想 . 由 定理 1.5.5, VI 
是 5 的 包含 它 的 所 有 素 理想 的 交 . 设 PARRE, 如 果 VIC P, 
BRICP; 反之 ， 如 果 工 G 已, 则 vee VI, 存在 n€ NN 使 得 
i^eICP,AlfizcP. RVI CP 4BRYICP, UMA 
VIBES 的 包含 了 的 所 有 素 理想 的 交 . 口 


不 难看 出 ， WES 为 负 序 半 群 ， 即 (Va,b € S) ab < a,b, 3 
A S 的 一 个 理想 是 素 的 、 弱 素 或 素 序 理想 这 三 个 概念 就 是 一 致 的 
T. AX Ia) = (a], Va € S. 
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推论 1.5.8 BS 是 负 序 的 可 剩余 的 序 半 群 ， 工 为 SHB 
m, 则 VI 2S 的 包含 了 的 所 有 素 理 想 的 交 . 


一 般 情况 下 ， VI 不 一 定 为 5 的 理想 ， 所 以 推论 1.5.9 HA 
论 不 一 定 成 立 ， 读 者 可 以 自己 举 出 反例 . 


§6 理想 格 


设 S 为 序 半 群 ， 本 节 我 们 讨论 一 个 格 工 满足 什么 条 件 时 ， 
L 同 构 于 S 的 理想 格 . 


首先 ， 我 们 不 难看 出 
A) S fr £f — BESE RE {lo}aer 的 交 ARE 仍 为 S 的 理想 ; 
Gc 


B) S 的 任 一 理想 能 之 并 也 为 S 的 理想 ; 
| C) RLIAS 的 非 空 理想 WIN 也 为 S 的 非 空 理 
H | 
D) i& 1,J X S RMA Z(a) — LU J, W I(a) — I x 
I(a) = J; 
E) i {lajaer 为 S HME RH (a) C U Te , WFE 
ac 


k er 使 得 (a) C ik. 


WL AK, aC 上 , a 称 为 并 不 可 约 的 ， 如 果 bce LA 
a=bVc 可 推出 4 二 5 或 a 二 c. a 称 为 紧 的 如 果 对 二 的 任意 子 
集 A a < V4 可 推出 存在 A 的 有 限 子 集 ho 使 得 a < V Ao. 


定义 1.6.1 称 一 个 格 L MERE (+), RD 满足 
1) 工 是 分 配 的 完备 格 ; 

2) L 的 任意 两 个 非 零 元 素 的 交 仍 是 非 零 元 ; 
. 8) L 的 每 个 元 为 工 的 完备 的 并 不 可 约 的 元 素 并 ; 
4) L 的 所 有 完备 的 并 不 可 约 元 素 集 已 是 人 半 格 . 


| BJ 16.2 设 了 为 5S 的 非 空 理想 则 了 是 紧 的 并 不 可 约 
的 当 且 仅 当 了 为 5 的 主 理想 
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证 明 设 了 为 3 的 主 理想 , HD) ME) 可 得 了 是 紧 的 且 并 不 
可 约 . 反之 ， 因为 了 = Ut), 由 了 是 紧 的 ， 存在 01,02,*'' 0n € I 
ac 


使 得 
f= (a3) LJ (a2) U- U (&4), 
Bl BRAG, ddich2, n) 使 得 1 = (ai). a 
由 引 理 1.6.2 及 C) 我 们 不 难看 出 


定理 1.6.3 R S 是 一 个 序 半 群 且 S 的 任 两 个 主 理想 之 交 
仍 为 S. 的 主 理想 ， 则 5S 的 理想 格 I(S) 满足 条 件 (#)， 

WERg Hk. 

命题 164 设 9 是 可 换 的 序 半 群 且 S 的 每 一 个 理想 是 半 
素 的 ， 则 格 ICS) 满足 条 件 (+). 

证 明 设 a,b © S, BR (ab) C (a) (b). 3& Va € (a) (b), 
则 存在 u,v, w,t € S! 使 得 x < uav,e < wht, 因此 a? < 
uvwtab € (ab), & x? € (ab). AA (ab) 是 半 素 的 , BH x € (b); 
由 定理 1.6.3, 结论 成 立 . 

为 了 证 明定 理 1.6.3 的 逆 成 立 ， 我 们 需要 以 下 准备 . 

定义 1.6.5 B PP 是 一 个 仿 序 集 ，P 的 子 集 4 RA P 
mim, mm (4] = A. P 的 所 有 理想 集 记 为 T(P). 

引 理 1.6.6 ” 设 PP 为 人 半 格 ， 则 存在 一 序 半 群 5 使 得 S 
的 主 理想 集 P(S) 同 构 于 P. 

证 明 S=(P,A), WS B-TRER, (Va € 3)(a) = 
(a Uas U Sa U SaS} = (aj. 

(EM o: P — P(S)|«a (al. 不 难 验证 $ X i 
到 P(S) 的 同 构 喘 射 . 

31 1,6.7 设 工 为 满足 条 件 (*) 的 格 ， 叫 为 也 的 非 空 紧 
并 不 可 约 元 素 集 ， 则 (PLU) BARB LS I(P). 
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MERA 作 一 个 映射 
P: L—I(P)|f(z) - (pe P |p <z}. 


则 f 2—-— RRR. 事实 上 ， 

1) f Ri. 设 AET(P), 令 z=VA4, 则 Ya € 4, 有 
a<r, i AC f(x) RZ, W be f(z), W b « VA — x. 因为 
b ERIN, f£ika102,:--,a. EAER 


b < a1 VagV---Van, 


推出 
| b = (a4 Ab) V (a3 A b) VeV (an A b). 


因为 b 是 并 不 可 约 的 ， 存 在 ic (1,2, n) 使 得 了 二 ai ^b, BI 
b < ai. 因此 be A. 由 此 证 明了 A= f(e). 

. 2)f Rm. 事实 上 ，Yz € L,x >V f(z); 另 一 方面 ， 因 
X oz 是 紧 并 不 可 约 的 元 素 的 并 ， 即 


z= M Pa Pa € P, 
acr 


K Ya €T, pa € f(x). 从 而 


z= V pa < V f(z). 


oer 


w z= V f(z). 由 此 得 出 ， mee xy, f(x) Fx fly). 
3) f 是 保 序 的 可 明显 看 出 . 

_ 4) fevy)=f@)UFy), f(z ^y) = F(z) N f(y). BA 
仅 证 明 第 一 式 ， 类 似 可 证 第 二 式 . 事实 上 , WE p € f(z V y), NU 
pZ Vy, Bl p= (p^z)V(p^y). Hp 是 并 不 可 约 的 ,得 p= pAr 
È p=pAy, Mpe fz)Ufy). 反之 ac f(z)U fly) 


g<cmq<yk&a<rcVvy, Mae f(eVvy). RE 1)—4), R 
(1A LSP). 口 
至 此 ， 我 们 可 得 出 本 节 的 主要 定理 ， 


定理 1.6.8 “一 个 格 L 同 构 于 一 个 满足 任意 两 个 主 理想 之 
交 仍 为 主 理想 的 序 半 群 的 理想 格 (包括 空 集 ) 当 且 仅 当 工 满足 条 

件 (*). 

证 明 我 们 仅 需 证 明 充 分 性 . B LAERE (#), PAL 
的 非 空 紧 旦 并 不 可 约 的 元 素 集 ， 则 已 关于 OL 的 序 关系 是 一 个 人 
半 格 .由 引 理 1.6.6, 存在 一 个 序 半 群 5 使 得 P= PS), 由 引 理 
1.6.6. 的 证 明 不 难看 出 ， 5S 是 可 换 的 且 S 的 任意 理想 是 半 素 的 ， 
由 定理 1.6.3, S 满足 任意 两 个 主 理想 之 交 仍 为 主 理想 . 

X I(S) 是 一 个 满足 条 件 (*) 的 格 ， P(S) 是 I(S) 的 所 

有 紧 的 并 不 可 约 元 素 集 ， 由 引 理 16.7, I(S) = 1(P(S)), 同 理 可 
得 L= (P). 因为 P & P(S). 我 们 有 I(P) = I(P(5)), t. 
= I($). 


§7 理想 的 扩张 
本 节 我 们 设 S 为 可 换 的 序 半 群 ， 主 要 结果 来 自 [11]. 
定义 1.7.1 d ION 5S 的 理想 ，% ES. 集合 
< 了 7>: 一 {acS3lzacT 
称 为 了 关于 2 的 扩张 . 


由 于 了 的 扩张 的 定义 ， 我 们 不 难 证 明 


$8 197.2 设 了 为 3 的 理想 , z € S, 则 下 列 各 款 成 立 : 
1) <2zi 了 > 为 5 的 理想 ; 
2) IC« zi 了 >C< ,>: 
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3) m zrel, P4A<2,I>=S; 
4) 了 是 S 的 素 理 想 当 且 仅 当 Ve g I, «z,1 >=]. 


命题 1.7.3 it 175 S 的 素 理 想 镁 的 交 , 则 VYzx € s, <z, I> 
是 S 的 半 素 理想 . 


证 明 Aw vce S, 


<a,l>=<2,()Pa>=()<2,Pa>. 
: acA actA 


如 果 oe 已, 则 <2,P,>=S. 如 果 x ¢ Py, HAM 1.7.1(4), 
< z, Pa >= Py. 设 


B:-(a€ A| z d P}, 


则 
<r, I >= (| Pa- 
. - acB 
因为 素 理想 能 之 交 为 半 素 理想 ， 命题 得 证 . 口 


命题 1.97.4 2S 为 序 半 群 旦 有 单位 元 e abc S, w 
I(a) C I(b) 当 且 仅 当 对 3 的 任意 理想 7 有 < ay >D<b,J>. 


证 明 ”必要 性 ” 设 J 了 为 S 的 理想 且 z e< bd >, 则 从 
a € I(a) C 1(b) = (Sh) 可 得 存在 € 5, (f a < zb, i 
az € (zb)z = (br EJS CJ, aze J, ze«a,J >. 


充分 性 ”因为 了 人 为 S HBB, HRW, <a, I(b) »2« 
b, I(b) >, WS =< a, I(b) >. AA e E< a, I(b) >, K a= ae € 
I(b), 从 而 I(a) C I(b). d 


设 工 为 5 的 理想 ， 通 过 了 我 们 可 定义 S 的 等 价 关 系 pr 


pr :={(z,y)| < z, I >=< I). 


定理 1.7.5 x S 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 立 : 
1) 如 果 了 为 S 的 半 素 理想 , 则 pr 为 S 的 半 格 同 余 且 满 足 


z < y € (x, zy) € pr. 


2) 如 果 了 为 5 的 素 理想 , 则 pro; BNC pr. 


证 明 首先 我 们 可 证 pr 5 上 的 半 格 同 余 . 设 (x,y) € 
pr,c€ S. 则 (xe, yc) € pr. BEL, 


a€«ze,» € (sclael €» z(ca) € I 
=> ca E< r, I >44 cea E< y di> 
e yca) ET 4 (ycja€ I 
=> aé<ye,I>. 


Litres, 由 命题 1.7.2(2), < 2,1 >C< 32,1 >. 另 一 方面 ， 


-ae< I> => racl 
=> (za) —(z?ajae ISCI 
=> zacil—»acc«zli», 


故 < 22,T>C< a, I >, 因此 (zz?) € pr. 
设 <y, M (s, cy) € pr. 事实 上 ， 
z€c«z,l» = zz€l—»(zzyeIlScI 

=> (zy)z € I => z €< £y, >. 

z E< zy, I> => (zy)zel 
=> (rz = zzz? < ryz? 

= (gyz)z E ISC I 

一 > zz E I(IEX) 
=> 2€<2,I>. 
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故 <2,l>=< zy,T >. 


2) & (x,y) € pr, M zy EIR zyglI 否则 设 
zEllygI, W <z, I >= 5, <y {I >=I, XAA <z, >= 
<y>, 不 可 能 . 同 理 可 证 z g TY cl HARK RU. 
(Zz,Y) € oj. RZ, 设 (my)eor Herel, My el, Mit 
<z, i >= S =< y, I >, m (x,y) E€ pr hog, My ET, A 
而 < gz, I >= I =< y, I >, 故 (z,y) € or. 由 命题 1.3.3， 


N= N or. 


IEJ(S) 
从 而 | 
N= A or = N pi € pr. 口 
Té7(S) IeJ(S) 


:下面 我 们 将 素 理想 的 概念 推广 到 n 素 (n 2 2), 再 讨论 与 理 
想 扩 张 之 间 的 关系 . 


定义 1.7.6 PHR S 的 一 个 理想 了 称 为 n 素 的 ， 如 果 
QTAT253:- En—1Tn € I (V1, z2, En € S), 
则 集合 


{2223 +++ 2n—2%n-12n, £123 °°° 
TZn—2475—-1Zn,T1T72424*^^ZI4&-2Z75—.p4n,'75, 


2122233:::Zq& 248.1) 


HEDH n-l4xERT I. 
显然 S 的 2 素 理想 即 为 常见 的 素 理想 . 
命题 1.7.7 S 的 每 个 (n 一 1) 素 理 想 是 n 素 的 (n23). 
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证 明 [X (n 一 1) 素 理 想 且 


Z1228324 "TnITn-2Tn—1Tn € IVa; € S. 


(ziza)r3m4 `` £n-3Zn-22n-19n € I, 
mwn- 个 元 素 的 集合 
M = (Z3t4::* Tn-3Tn-2Tn-lTn, (zi172]24 Ln-ITn—2Tn—1Tn 
(zi2)r325 Tn-3Tn-2Tn—1Tn ， 
(ziz2)7374… En-3En-1Tns (2122)9324 … Zn-3Zn 一 27n， 
(zl172jJ7374 …， Ln-32n—20n—1} 
中 至 少 有 nn 一 2 个 元 素 属 于 


我 们 考察 下 列 两 重 情况 : 
A) 设 or3234:-^Yn—3Zn-2Tn—-iTn gI, Wi M LI BS E 


元 素 均 属于 I. 另外 ， 因 为 mT1x223747ccYn-32n-29n-1 € I, 则 
n 一 1 个 元 素 的 集合 


K = {fzoraz4… Zn-3Tn-22n-1; TT3T4 ^ ' n-39n-29n- 1; 
LLEILA Zn-3Z2n-29n-1, T1T2T3T85 77 £n—3*9n-2Tn-ir''': 
212242324: n-37n—1, Y1T293T4 ^ * Z5—3Tn-2]- 

中 至 少 有 nn 一 2 个 元 素 属 于 I 故 
parars Tn 3Tn_ 20n_1 € Í BÉ rimaT4c ii En-3Ta-2fa-i€ T. 
从 而 

Z21374-:'Zn-2*n-i€& E 了 或 217374 -` fn-2Ta-1Ta € I. 
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B) i$ zaz4…zZn-3Zn-27n_1zn E I, WA n2 个 元 索 的 
集合 
T = ((z122)24 +++ 2n—3%n—-2%n_12n, 
(a1 22) 2325 °c Dy 30-2 n—-1ty, 
(21 22)2304 "t ZEa8-3*9n-1Zn; (2122)23:14 "t! Dn —32n_92n, 
(zit2)£324*:* £4-32n-2f5 1]. 
中 至 少 有 nn 一 3 个 元 素 属 于 I. 另外 由 xX3z4.… Ta 238-124 € I 
可 得 
T27374 ,Zn 一 3Zn -2Tn_1Tn ET 


且 


TiI374 2n-37Zn-27n-17n € I. 


值得 注意 的 是 上 述 命题 的 逆 命 题 是 不 对 的 . 


BITS d S = {a,b,c,d} , S 的 乘法 “” 及 序 “<” 定 
义 如 下 ， 


<:= ((a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (a, b), (d, b), (d, o)}. 


那么 集合 {d} S 的 理想 , 我 们 可 以 证 明 (d) 是 3 素 的 , 但 [d] 
.不 是 2 素 的 . HA be=d ii bAd Ac#d. 
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定理 1.7.0 ix I X S 的 理想 则 了 是 n 素 的 当 且 仅 当 了 
的 任意 扩张 <2,I>,Vr E55 是 (n 一 1) HH (n > 3). 


该 定理 的 证 明 可 参见 上 命题 用 归纳 法 证 明 ， 这 里 略 去 . 

由 该 定理 不 难得 出 以 下 推论 . 

推论 1.7.10 B S EEEE e, Il n REM (n 一 1) 
素 理 想 是 一 致 的 (n > 3). 
EA 1.7.11 设 I 为 5S 的 nw 素 且 为 半 素 的 理想 (n > 3). 
设 | 

= {T|TA SH (n-1) 素 理想 且 T 2I). 

M I =ApepT, 

证 明 因为 了 为 S 的 半 素 理想 ， 设 

ae N «zl, 

. zesS | 
W a c< a, T >, amacli BAT C< xT >, Vee S, 故 
T=(heg «mI». 

因为 了 为 nn 素 的 ,， 由 定理 1.7.7, «mi (n-1) Xi, 


故 
T= 和 门 <z7>2 门 工 
zES TEP 
MICT,VTEP, i IC ArepT. 口 


由 该 定理 ， 我 们 有 下 推论 . 


推论 1.7.12 HS AEH, WS 的 每 个 % 素 理想 (n > 3) 
可 以 表达 为 S 的 包含 它 的 所 有 (n 一 1) 素 理 想 的 交 . 


§8 序 半 群 的 扩张 


本 节 所 讨论 的 序 半 群 9 为 全 序 半 群 . BRD 称 为 半 群 9 由 
E: T? 的 理想 扩张 (扩张 ), MRS HD) 的 理想 且 Rees 商 半 
BY/s=T. 


设 S 和 了 为 不 相交 的 半 群 且 了 RE WT =T, 设 
T* 二 TO\{0}, o 3X T* 到 S 的 单 值 映射 且 满 足 ， 


(Vt,t' € T") tt’ #0 = (tt) = (tpy(t'e). 
记 站 = SUT*, RIELE 上 的 二 元 运算 “o” 如 下 : ite 
T*.s,s' € S. l l 
(M1) 


tov ={ gu tt! xo, 
(tote), i tt = 0; 


(M2) tos = (tp)s; 
(M3) sot=s(tp); 
(M4) s08 - se. 
Àj 573 Sd T HMbsk. 设 S 中 有 单位 元 NS 的 每 个 理想 扩 
张 均 可 以 这 样 构 作 ( 见 [12] ). 


本 节 讨 论 的 是 如 果 SAT 均 为 序 半 群 ， 那 么 它们 的 序 可 否 
扩张 为 2 的 序 ? 如 果 可 扩张 应 有 什么 条 件 ? 


T 的 一 个 子 集 M BAT 的 零 化 子 ， um Wt E M,t 关 0 上 且 
(vt € T) ti! =tt=0; 


T 称 为 本 质 半 群 (essential semigroup ), 如 果 M C 17; Y^ 上 的 
全 序 关系 < 称 为 S 和 全 上 序 关系 的 扩张 ， 如 果 < |s, Ir 分 别 
为 SS 和 全 上 原 有 序 关系 . 
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定义 1.8.1 ig (X,Y) 为 T* 的 子 集 且 满足 
1) mẸ X #0,Y #0, WA XY = YX = {0}; 
2) X? c XU (0), Y? CY C (0); 
3) XUY -T',XnY-0. 
* (X,Y) A T* 的 零 分 解 . 


引 理 1.8.2 i (X,Y) 是 了 的 零 分 解 ， 如果 tt' #0, HB 
att fit’ 要 么 同时 属于 X, 要 么 同时 属于 Y. 

证 明 AA tt #0, mRte XU EY, Wu = 0, 7 
E. wxX?CXu{0}, Y CVU {0}, à t,t, t € X RA 
tU! c Y. 口 


定理 1.8.3 RT 是 本 质 半 群 ， 那 么 (T ,IT+) 和 (17,0) 
是 T* 仅 有 的 零 分 解 ， 这 里 


T- ={tET*|t<0}, Tt = {te T" |t>0} 


iE ita beEeT\M, 那么 存在 ti t2 € T", 使 得 ati #0 
B tia #0; bta FO 或 tob #0. AA T-Tt = {0}, TtT- = 
(0), # tisto ET. l 

Ba < 6, 如 果 bt; Æ 0, W bta € T^, 即 bt, < 0, AMI 
ata € bta < 0, K ate #0; 同 理 如 果 t2b # 0, 则 toa AO. 故 存 
在 t€T* 使 得 at £0, bt £0 mt ta Æ 0, tb £0. 如 果 a,b 中 有 
一 个 属于 X, 则 由 引 理 1.8.2, 另 一 个 也 属于 X. 即 证 明了 ， 如 果 
(X,Y) 为 T* 的 零 分 解 ， Xn TM £9, 9 T\M C X. 

ME XnT-£9,924]52 ELT AE: 

A) dui MOT =6, M T AM —T^. 这 时 , a XOT Æ 
0 ues XOT AM AO, Mit T = TAM C X. 

| B) ing MOT” £ 0, 我 们 又 分 两 种 情形 ， 

a) 如 果 MNT-NX =f, W XAT" = Xn(T AM) £8, 
Bu TAMCX.XMCTugzeT OM, NE 
tte € T* HB z = tita, BER tita E T S tuto € 了 T+, 如果 
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t, € Tt, W ze Tt FB, KK 
T-nM C (T-YA(0) = (T-AMYA(0) € X7\ {0} C x, 


因此 T cx. 

5) 如 果 MAT OX #0, re MNT- nX,BmMcT?, 
存在 t1,t2 € T^ [$18 r = tto. HEI 1.82, ti € X, 从 而 
& € (T-AM)n X, fk Xn TAM #0, HLEH TMM C X, 
同 a) HEH, AA T" c X. 

Aer, &XnT*zm T*c X. 因此 (X, nz 
(T-,T*) 或 (T*,0). 

引 理 1.8.4 设 < 为 LK, 

X-(teT' |t«to), Y = {te T" |t» ty} 


ET? 的 等 分 解 . 


证 了 明 WieET*, 则 t>tp 或 t<tp, 即 tEX 或 tEY. 
因为 如 果 芋 = to, TAS £0, HH. MT = XUY A 
XNY=0. MR X,Y £x 0, $ t; € X,t € Y, W £i < hy, 
to > tap, 因此 


tiptap = tio tap € tote € (tip) ota = (tip) (t29). 
M ty ote = tiptey. B (05,9) MIM, tt» — 0， 同 理 可 证 
tot, = 0. 
MB ti, te € X, W t£ «tot; < tap E 
ti ot; € (tup) ota = (tip) (tap). 
WHE tita Z 0, WA ty ota = fito, 故 


tite < (tie) (tap) = (6ht2)e 


或 tite = (tita). WE tite = (italy, 有 SNT* AG, FA. 
t tt; e XU{O}. AMA Y? CY u (0). 


对 于 本 质 半 群 了 T" 总 有 零 分 解 , 但 是 我 们 可 以 证 明 不 是 5 
的 每 个 扩张 都 有 序 扩张 . 


W185 设 S 是 无 界 的 右 零 半 群 .XY,y €T" H zy#0, 
如 果 存 在 扩张 【yo) 如 前 定义 且 人 S 和 了 工 上 的 内 关系 可 以 扩张 为 
YS 的 序 关系 €. 假设 z < rv, 因为 S 无界， 存在 a ES 使 得 
a< rp. WRae<a< zy, W ry = alep) = ao <a? =a, F 
E. 如 果 a<r zp W l 


yp = a(yy) = acy < roy = zy < (2p) oy = (ze) (yy) = yp, 


矛盾 ， 又 S 是 无 上 界 的 ， 故 zp <r UTER KSAT 上 
的 序 关 系 不 能 扩张 为 ?， 上 的 序 关 系 . 


， FERNE S 上 引入 二 元 关系 p 
| (81,82) € p <=> (Vz € S) six = sor, %81 = T82. 


显然 p 为 9 上 的 同 余 关 系 且 (3)p, Vs E S 是 凸 子 集 ， 我 们 在 商 
半 群 Spp 上 引入 序 关系 x 


(81)p < (82)p —> (We € S) aye € son, £81 < 282, 


且 自 然 同 态 SH S/p BARB. 


WET in tp = to, li oo T" AS tA d. 2D 
允许 有 S 和 T EE GEH, Wd < te, W 


(tipje = t1 0g € t3oz = (t2p)z, 


a(tiy) = rot, < rot, = z(t). 
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因此 19 < tag. 
设 (X.Y) 为 T" HB, ter, in 


A = {s€ 8 | (Are X)t<2,2y < s}; 


B= {s €85 | (y EY) y <t, 8 < yy}. 


不 难看 出 ， 如 果 y 是 保 序 映射， 则 tp 为 A 的 最 小 元 ，BB 的 最 
大 元 ， 如 果 29 不 是 保 序 的 ， 则 结论 不 成 立 . 口 


$11.86 i 
S = (a,b, a’, ab, ba, b, 0), T = (m, n,n? nm, mn,n?,0), 


S $n T dU — n ERIETUAERMBTXEPS2O ST T LAF 
关系 为 
a«b« a? « ab « ba « b? « 0, 


m « n « m? « nm « mn <n? <0, 


则 S 和 了 人均 为 全 序 半 群 . 邻 p TE S 的 映射 , 使 得 my = 
ang =b, JW v 可 扩充 为 T* 到 5S ERAN RS. v 不 是 保 序 的 ， 
HX ab < ba, 4B. (ab)y £ (ba)p. 取 (X,Y) = (T", 4), t= nm, 
则 
A; = {ab, ba, b?, 0}. 

但 tp = (nm) = ba 不 为 最 小 元 . 

引 理 1.8.7 2< 4 EBTKE, (X,Y) 为 T* 上 的 
零 分 解 ， 则 

1) t< 83 => tp <3; 

2 t>s> 5; 

.3) MH s <t< stg M, Ni 3< F 
4) (Vt e T*) By «t« A 
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证 有 明 1)£« s,Vz € S, NJ 
(tg) 2-toz < sos, zlty) -zotzEmros. 


Aik to <3, Bl tp s. 2) 为 1) 的 对 侦 . 
3) 如 果 s1 <t<s,t¢M, FEU € T* (Re tt’ #0, A 


此 
sip) < tt’ < s(t’), 
一 定 有 81 «x5. 
4) se A, RHErex,t<e2 A ryss. 由 引 理 1.8.4, 
z< rp, H t< s. WMA, MBs c By, Mls « t. a 


由 引 理 1.8.7 我 们 容易 得 出 以 下 二 个 推论 . 


推论 1.8.8 设 “<” 为》 上 的 扩张 序 ，{ 尖 ,了 ) 为 了 的 
零 分 解 ， 那 么 | 
|. 1) mR KERMA TLE X\M R= ate 
Xn M,se A,, Wt< a, 

2) d tp s B tp-—stcYM m toe—stc 
YnM,se B, , Wt. 

推论 1.8.9 B < 和 <2 为 了 上 的 两 个 扩张 序 , 且 与 引 理 
1.8.4 中 «i, <2 所 确定 的 零 分 解 一 致 , 那么 , MR tE M, tp — 5, 
B, < 8 < A, Bl] £ <1 8,3 <2t. 


SEX 1.8.10 (X,Y) 是 T* 的 零 分 解 ， 序 对 [X,Y] 称 
A T" 的 L'G' Si, MBX 满足 下 列 条 件 L: 
(L1) mtt ex [fete X]) As < te, WY 


s(t'e) g Aw [(t'y)s € Avi]. 


(L2 Wgu'ceX [tte X], ti «t B ühg-te, 那么 
tt EX ['t e x]. 


Y 满足 LD MPR, HA G. 
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这 里 我 们 可 以 给 出 本 节 的 一 个 主要 定理 ， 该 定理 证 明 的 完成 
还 蓝 依 赖 很 多 准备 工作 ， 本 节 仅 介绍 了 讨论 问题 的 基本 思路 ， 详 
见 [13,14]. 


定理 1.8.11 2?， 存在 扩张 序 当 且 仅 当 o 是 保 序 映射 且 TT* 
有 UG' 分解. 


$9 -嵌入 定理 


设 4 是 给 定 的 代数 系统 ， 并 入 一 个 元 素 到 A 中 来 构 作 一 个 
新 的 代数 系统 而 且 将 4 嵌入 到 该 新 的 系统 中 去 ,这 种 居 想 我 们 在 
环 论 中 已 经 看 到 . Fuchs 和 Halperin 在 60 年 代 已 经 证 明 任 何 
一 个 正则 环 可 以 同 构 嵌 入 到 一 个 有 单位 元 的 正则 环 中 去 且 同 态 像 
为 该 有 单位 元 的 正则 环 的 理想 .本 节 我 们 主要 讨论 一 个 序 半 群 S 
向 另 一 个 特殊 序 半 群 的 嵌入 问题 . 


一 个 序 半 群 5 称 为 可 代入 另 一 个 序 半 群 Y 的 , 如 果 存 在 S 到 
V 的 同 态 映 射 了 且 了 是 反 保 序 的 , 即 如果 vy € S, f(z) v fly) 
则 z €sy. 不 难 证 明 任何 反 保 序 映射 一 定 蚌 单 射 . 


设 (S, €) 是 一 个 序 半 和 群 ， € Z S, w T := SU {e} HE 
T 上 定义 运算 “*” 和 序 关 系 “<T” 如 下 : 


zy, 2,yEeS; 
a:TxToT |(z,y)>z*y:=4 r, y-e 
y r-e. 


<ri=s U{(e,e)}- 


则 (T,*,Sr) 是 一 个 序 半 群 且 包含 单位 元 FHRMEL AT 
映射 [] 和 f: 


izanak E £25 
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T, £ > 0; 
pareret Tena o fin z*y, €=0; 
Y, E<0. 


这 里 Z 为 整数 集 ， N 为 自然 数 集 . 

引 理 1.9.1 2 69€ Z,z,y,z € T, Wl 

1) [e + n- [76] = [€ + [all 

2) FE + Inl fm zy), 2) = f(n - [76h 2, F(E y, 2). 

该 引 理 的 证 明 只 要 分 E> 0,9 >0;€ 20,9 < 0; € <0, 
n> 0; <0,4 <0 等 情形 来 验证 即 可 . 

定理 1.9.2 + (S,-,<) 是 序 半 群 ， 则 S 可 以 嵌入 到 一 个 
章 竟 带 单 位 元 的 序 半 群 VV P. 
ER EV = Nx Tx NSN = {0,1,2,3,…], 工 为 带 单 
位 元 e 的 序 半 群 ， 定义 如 本 节 上 文 所 述 . 现 定 义 V 上 的 二 元 运算 
“a? mr: 


o VxVoV | ((a, 2, 8), (7, ¥ 9)) > (a, x, 8) 9 (y.y, d); 
(o, 2,8) o (^, V ó) := (a + ly m B), f(8 —fthtT, y) â 十 [8 m yl}. 
1) 运算 “e” 是 可 定义 的 . 


V ((0,2,8),(v,9,0)) € VXV. 因为 [y-8] 2 0,0 z 0, & 
们 有 o- y —3] > 0, Bl a-- [y —8] € N. Kia, ó-]8—9] € N. 
XB -yE Z, 从 而 f(8—v,z,y) € T, W (a, s, 8)o (Yy, 8) € 
V. 

mR ((o,2,8), Cy. 9; 5))= ((p, z, À), (u,b, v)) eVxV, 则 
œa = p, z = z, b = ày = p, y = t, ô =v, WH (a,2,A)o 
GA Y, 5) = (p, Z, A) o {Hs t, v). 


2) iW "o" MASH. 
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设 (a, 2, 8), (7, y, 5), (Pz AEV, BU 


((@, 2,8) o (Y, y, 8)) o (p, z, A) 
= (at+ly- 4], f(8—7,2,y),6 + [8 — 1 o (o, 2,A) 
= {a+[y-4)+[e-6-[8- I]; 
f(6+ [B X) e. f(8 — 0 2, 9). 2), 
A+ [6+ [8 — $] — pl). 
(o52,8) o ((y,3,9)) © (p, 2, X) 
= (a,2,8)0 ((y + [p - 4], f(6 — p,y,z), A [6 — e 
= (a+ |y+[e- 6] - A], f8 -— y- [p -— ô], z, f(6 — 0.3 z), 
Ac[6—2--[8-*—lo -8]p-- 
4 £:vY—8,0:2 p—6, As 1.9.1, 有 


.- 8| -le- 8 - I8— v] 9 [v - 8 le — 8]. 


Afi o-- [y - 8] + lo - 8 - I8 - 3] =a4+ [y+ [e — 8] Al. 
4 €:=6-p,7:= 8-7, 由 引 理 1.9.1, 有 


“(6-4 [8-7-[p-6]] = [6-0 + [8 — 9]. 


Aii A+ [6 — p] + [8 -—y— [op ~ 6] =A+ [6 + [8 — 4] - ol. 
SE:=d6-pyn=8-7,2,y,2€T, HH 19.1, 有 


f(6-p+ [8-4], f(8 —y,2,9). z) 
= f(8 —* —loe-—- 4], 2, f(ó — p,y, z)). 


我 们 在 【V oj 上 引入 二 元 关系 <y 如 下 
(a, 2,8) <v (Y, y, 4) Sa=72<7ry, f= à. 


A 
N 
i 


{((a, z, 8), (WY; 6)) | a =y, STY p = 5} 
{{{a, z, 8), (a, y, 8)) | £ <r y}. 


3) (V, o, <v) 是 一 个 序 半 群 . 

FXE, X (o,2,8) € Vio,B € Nur € T. di e Sr v, Ml 
((a, x, 8), (a, x, 8)) E<y; 设 

((a, 2,8), (0,3, 8)) €<v, (lay, b), (a, 2, 8)) e<v， 


有 了 <r Y YETT, kk x= y, 因此 (a, x, B) 一 (a, y, B) , 类 似 
可 证 “<v” 的 传递 性 . 
设 ((a, x, B), (a, y, 8)) Ey 1 (A, z, p) E V. 


(a, x, B) o (A, z, p) = (o 4 [^ — BI, f(8 = À,2,2),p o [8 = Ap. 


(a, y, 8) o (^, 2,9) 一 (a+ D- 8], f(8 -ày 2) o + [8 — AD. 


下面 证 明 f(g 一 A, £, z) <y f(8 一 A, y, 2). 
A) 设 B—A > 9. 则 f(8-A,2,2z) =F, f(B-A,y,2) =F; 
由 
((a, 2, A), (a, y,8)) €Sv; 


故 <r y. 

B) # B-A=0. M f(8—A,z,z2) = z*z, f(8B—A,y, 2) = 
y*z, Hi z <r yz € T, UR (T, <r) 是 序 半 群 , 故 erz Sr ysz. 

C) RB-A<O. W f(8—A,z,2) =z, f(G-A,y,z) =z, 
Hz2eT, we z<rz. 

FEMEA ((a, 2, 8) o (A, z, p) (a, y, 8) 9 (8,2 9)) €Ev . 


4) V 是 单 的 . 


-§1.- 


i (a,2,8), (yy € V, e AT HM, ,对立 中 的 元 
(yya +1), (6+ 1,e,5), RATS 


(1:4:8) Sv (v. a + 1) o (a, 2, B) o (8 + 1, 6,6). 
事实 上 
(y, y, o + 1) o (a, 2, B) 
= (y*t[e- (e 1), f(a1—0,9,2),8 -- [a-- 1 - a]) 
= (7+[1,f(1,y,7),8+ [1) 
= (my p +1). 


(v.g, a + 1) o (o, x, B) o (8 + 1,e,8) 
= (7,4,8+1)0(8+1,e,6) 
= (y+ (8 +1-(84+1), f(8+1- (8+1),y,e), 
. óc [8 +1- (8+ 1)]) 
= (y+ [0], f(0,y,e), 6+ [0]) 
= (y,y*e,6) 
= (9,y,6) (y E€ T). 


5) (0,e,0) 是 V 的 单位 元 . 
设 (o,.2,8) € V. Wl 


(o, z, B) o (0, e,0) = (a + [0 — B], f(@ — 0,2, e),0+ [8 — 0]) 
= (a-[-8], f(8, 2, e), [8). 


HF 8 EN, p > o0,[8] = 8, Ami-—8 < 0, -8 — 0. 所 以 我 们 
有 


(a, z,) o (0, e; 0) 一 (a, f(s, x, e), p). 
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A) x6, 则 f(8,2,€) =7, 故 (a, 2, B) o (0, e, 0) = 
(a, 2, 8). 

B) # B= 0, 则 f(8,z,€) = x +e = z, ik (o,2,8) o 
(0,e,0) = (a, z, B). 

类 似 可 证 ， (0,e,0) o (a, 2, 8) = (a,2, B). 

6) S TRAR V 中 . 

我 们 作 喘 射 


:S2V-2NxTXxN|s-v(s) ^ (o.5,0), 


ak N 的 任意 一 个 园 定 元 素 . 

A) p 可 定义 的 . 

如 果 s € S, Wl o(s) = (a,s,0) ENxSxXN CNXTXN. 
ini s =t € sS, Hl (a, 5,0) = (a, t, a), BB v(s) = p(t). 

B) y 是 一 个 同 态 映射 . 

设 5s,t € 8, 


ets) o p(t) = (o,s,a)o(a,t, a) 
(a + fa — aj, f(a — 0,5,t), a + [a — o]) 
= (a+ [0], f(0, 8, t), œ + [0]) = (a, 8 * t, a). 


il 


Ti s*t= st € S, Nj p(s) o y(t) = (a, st, a) = (st). 

dE st E 5,8 <t WW (s,t) €<C<r, 从 而 s <7 t AE 
(a, 5,0) Sv (a,t,a), Bi p(s) €v v(t). 

C) e 是 反 保 序 的 . 

it ste S,y(s) <v oft). A p(s) = (es, a), e(t) = 
(o, t, a), 8 (0,5,0) Sv (ata) 所 以 8 Sr t. Hs tX 
(s,t) = (ee). 如 果 (s,t) = (ee), BA s—t—e meg 5 F 
a. a 


下 面 我 们 讨论 一 个 序 半 群 嵌入 到 一 个 poe 半 群 的 问题 . 
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序 半 群 S 的 一 个 子 半 群 人 称 为 S 的 拟 理想 (pseudoideal) 
如 果 (T] =T. 


定理 1.9.3 Wb (5,., X) 为 序 半 群 ， 则 存在 一 个 poe 半 群 
Vm V 的 拟 理想 了 使 得 Sc T. 


证 阴 ” 设 一 个 元 素 e ¢ S, 作 一 个 集合 了 := SU {e}, BAN 
EMV 土 的 乘法 运算 与 二 元 关系 如 下 ， 


zy, x,y ES; 

e, zeS,y=e: 
€, z-—e,ycsS; 
e, r-—gy-e. 


Ley :二 


<:= {(z,e) |r E VJL <. 
WW (Vs, X) 是 一 个 序 半 群 且 e AV 的 最 大 元 ， SHV 的 
拟 理想 ， 令 了 = (S,*,x), W SET. 口 
HEV 的 定义 不 难看 出 ， (YE TY) z< rer, x € exe, & 


推论 1.9.4 任何 序 半 群 S 均 可 以 嵌入 到 一 个 正则 (内 齐 正 
则 ) poe 半 群 中 . 

在 定理 1.9.2 rb, 我 们 所 给 出 的 嵌入 同 术 o 一 般 是 不 能 保证 
P(S) X V 的 理想 的 , 如 果 没 有 对 V. 是 单 半 群 的 要 求 我 们 可 以 较 
容易 地 得 出 


命题 1.9.5 设 (S, <) 为 没有 单位 元 的 序 半 群 ， 则 存在 一 
个 么 序 半 群 人 和 7 了 的 理想 Y dig S mV. 

WEBH — (7,4, <7) 如 同 定理 1.9.2 的 证 明 中 所 构造 的 一 
样 ， $V-(S*tzr|s WV ATHERE, 显然 号 兰 Y， o 


如 果 我 们 同时 要 考虑 到 嵌入 人 么 半 群 还 为 有 最 大 元 的 序 半 群 ， 
则 问题 要 复杂 得 多 ， 所 以 现在 也 没有 完全 解决 Kehayopulu 的 问 
题 ( 见 [15])， 
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52 1.9.6 设 (S,-,<) 为 poe HRA S 满足 : 

1) € =e; 

2) (Vr € S) ze >a er > c. 
则 存在 一 个 有 单位 元 的 pof 半 群 T, 且 存 在 在 T 的 理想 V 使 得 
Sz V. 


证 明 我 们 首先 作 一 个 集合 T= SU{1,f} B Sn(L f) = 0, 
RET Lit S 的 二 元 运算 和 序 关系 构 作 Ln us S RUF 
关系 如 下 ， 


zy, «yes; 

y. x=1,yeT; 
x, reT,y=1,; 
ey, c=f,yeS; 
ze, TESYy= fj 
f g-yc-f. 


<= (muyesxs |y) esyufG f) | z € T} U {(1,1)}. 


(V2,yET) z*y— 


则 可 以 验证 (T,*, <4) 为 有 单位 元 1 和 最 大 元 了 的 pof 半 群 . 又 
(vz € 8) T+2 = SxU{z,xe} CS; z« T = zSU (x, ez] C S 
AweT, y ss Hye S, ik V — (Ss, |s) AT HB 
m, BA SV. 口 

由 上 定理 的 证 明 可 以 看 出 ， 如 果 S 为 正则 (ARE) 序 半 
群 ， 不 难 验 证 (T,*,<) 也 为 正则 (ASEM) PER. 如 果 5 为 
正 序 poe 半 群 ， 则 e? =e, B ze > z, ez > 2, 故我 们 有 

推论 1.9.7 & (S,., X) XEF poe 半 群 ， 则 存在 有 单位 
元 的 pof 半 群 工 使 5 为 其 子 poe 半 群 卫 如 果 SAEN (ARIE 
则 ) 的 ， 则 T 也 为 正则 (AX). 


本 节 所 涉及 的 很 多 验证 均 没 有 去 做 ， 详细 证 明 请 读者 参见 
[15 一 18] 等 . 
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第 二 章 ”正则 同 余 


设 5 为 序 半 群 ，p 为 SHAR. 一 般 情况 下 ， S/o 不 一 定 
为 序 半 群 . 即使 存在 序 关 系 < 使 得 (S/p,…, 3) BER, 那么 5 
到 S/p 也 不 一 定 有 保 序 同 态 存在 . 本 章 主要 讨论 序 半 群 上 带 有 限 
制 条 件 的 一 类 同 余 . 


81 完全 半 格 同 余 


设 o JEER (S, <) 的 半 格 同 余 ， o 称 为 完全 的 ， 如 果 
(Va,b € S) a € b => (a,ab) € o. 


早 在 1990 44, N. Kehayopulu 就 提出 以 下 问题 : ”人 是 
BA S 的 最 小 半 格 同 余 ? 该 问题 分 别 被 Kehayopulu 本 人 、 谢 祥 
Z, JJakubik 和 高 振 林 解决 ， 见 [19—22]. 


定义 2.1.1 BFS WRT, acsS,F KA aRK 
的 ， 如 果 五 是 关于 不 包含 a 极 大 的 . 
FH val(a) 表示 S 的 所 有 a RKT. 则 我 们 有 


定理 2.1.2 d S 为 序 半 群 ， 则 (zy) e N 当 且 仅 当 
val(z) = val(y). 


证 明 设 (zy) EN, M N(x) = N(y). i$ F e val(z), 
Week, RNA y gF, GMye Ny) CF, @ 2 € N(z) = 
N(y) € F, FA. 进一步， 有 F € val(y). 如 果 F ¢ val(y), 由 
Zorn 引 理 存在 使 得 严 G 责 Aye AWS 的 极 大 滤 子 及 .如 
R zg Fi, WM PF evaz) 矛盾 WẸ zre, NyeN()- 
N(z) CF, Aly £ Fi FB. 同 理 可 证 val(y) C val(z). 


反之 ， Vry € S, 设 val(z) = val(y). 如 果 z € N(y), 
由 Zorn 引 理 ， 存 在 F € val(z), N(y) € F, 那么 YE 和 
val(z) = val(y) FE. tz € N(y), Bl N(z) € N(y). man 
证 N (y) € N(z). 

定义 2.1.3 i (S, <) 和 (T,« x) 为 两 个 序 半 群 ， 了 称 
为 3 到 了 的 同 态 上 映射， 如果 了 满足 : 

(1) (vz,y € S) f(z-vy) = f(z) * fO) 

(Qha<y > f(x) Si fa). 

引 理 2.1.4 A 是 5S 的 完全 半 格 同 余 . 


证 明 ”由 命题 1.3.3, N 是 8 的 半 客 同 余 . Re S y 则 
z,y € N(x), W cy € N(x), & N(zy) € N(x). X zy € N (xy), 
š z e N(cy), 当然 N(x) C N(ay). 因此 (r,zy) EN. 口 
引 理 2.1.5 id Su T AER, SAAST 的 同 
RFT MTA SOF) AG, Wf (FP) 是 5 ORF. 
证 明 
(Vz,y€ S) eye fF) € fey) = faa) EF 
<=> f(z), FW EF 
> m,y Ef (F) 


Ve ce fUP)yeS H azs y, BA f(z) EF HE fr) < 
f(y), 故 fly) EF, AT ye f (y o 

$8 2.1.0 ito 为 序 半 群 9 的 完全 半 格 同 余 ， 如 果 (x,y) € 
N, Wi ((2)es(y)o) € Najo- 

证 明 设 N()5) # N()o). BA (z)e € N((y)o). 或 
(Wo € N((z)e). ing (z)o € N((y)e); 类 似 于 定理 2.1.2 的 证 
WW, 存在 € val((z)o), 使 得 (Yo € F. 令 了 为 3 到 5/c HE 
RAS, WS 为 序 半 群 S 到 半 格 S/o (也 为 序 半 群 ) Budd. 由 
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引 理 2.1.5, fF) 为 S TH zg fF), yE FOP). x 
He, val(x) 关 val(y), 由 定理 2.1.3, (z,y) € N, 矛盾 . a 


设 5 为 半 格 ， 显 然 N(x) = [zx). 
定理 2.1.7. NAS 的 最 小 完全 半 格 同 余 . 


证 了 月 设 o 为 5 的 完全 半 格 同 余 ， (z, y) € N, 由 命题 2.1.6, 
JU ((2)e, (y)e) € Nsjos BE N((z)5) = N((y)e), X N((z)s) = 
Ejo), N (()e) = [(9)o), t (z)o = (y)o, Wp (2, y) € v. d 


.一 般 人 情况 ， N 不 一 定 为 5S 的 最 小 半 格 同 余 . 


例 2.1.8 设 S 为 非 负 整 数 乘法 半 群 ，< 为 S 上 的 自然 线 
性 序 ， 设 << 为 S 上 线性 序 < 的 对 侦 序 ， 则 S4 = (S,., < 中 为 
线性 序 半 群 . 设 FF 为 54 yey, BRP = 5, tN —SxS. 
我 们 定义 

aœ := {(z,y) E€ S x § | (x = y = 0) V(z #0, y + 0). 
Wo St Ems, BRAN. 

我 们 还 可 以 通过 S 的 半 素 理想 来 刻画 N, 这 部 分 都 在 第 三 
章 论述 . 

| $2 14H 5 IE DUI [o] 

定义 2.2.1  (S,-.<) RH. S 上 的 一 个 二 元 关系 
c 称 为 S 的 拟 序 (pseudoorder), 如 果 o HE: 

1) <C o; 


2) 设 (a,b) € o, (b,c) € o, Wl (a, c) € a; 
3) i& (a,b) € c, Ml] (ac, bc), (ca, cb) € o, Vc € S. 


显然 3 的 拟 序 是 S 上 包含 < 且 是 传递 、 相 容 的 二 元 关系 . 


例 2.2.2 i S = {a,b,c,d,e}, 我 们 在 今 上 定义 乘法 “” 
如 下 ， 
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且 我 们 给 出 (S,:) 上 的 覆盖 序 关系 ag”: 
«:— ((a, b), (d, b), (d, c), (e, c). 


则 “x” 的 Hassen 图 为 ， 


不 难 验证 (8, ., <) RARER. 5 的 二 元 关系 


oi = {(a, a), (5, b), (c, c), (d, d), (e, e), (a, b), (a, c), 
(a, d), (b, a), (b, c), (5, d), (d, a), (d, b), (d, c), (e, c) 


BIA S 上 的 一 个 氢 序 . 


定义 2.2.8 设 S 是 一 个 序 半 群 ，p 为 5 HA, p*k 
为 5 的 正则 同 余 (regular congruence) 如 果 在 商 半 群 S/p LE 
在 序 关系 “<” 满 足 : 

1) (S/p,., 3) 是 一 序 半 群 (这 里 “” 是 S/o 上 通常 的 乘法 
运算 (z)5- (y)o := (ry)p, Vr,y € S). 

2) 映射 

| e:S 2 Sp | £ — (z), 


基 保 序 的 ， 即 序 半 群 5 到 序 半 群 S/p 存在 同 态 映 射 : 
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显然 序 半 群 5 的 所 有 同 余 中 ， 最 大 同 余 THSxKS 与 最 小 
Agv=:{(,y)|c=y} ZEMAN. RIBAENM, BBS 
的 所 有 辐 余 均 为 正则 同 余 呢 ?我 们 下 面 给 一 例子 说 明 一 般 序 半 群 
S 中 存在 非 正则 的 司 余 . 


H 2.2.4 # S= (a,b, c, d, e, 我 们 定义 S 上 的 乘法 为 
r y=e, Yr, y ES, EN S Emm 


— ex {(a,8), (d, c), (e, d), (e, a), (b, 6)}. 
则 (8,,«) 是 序 半 群 ， 设 o 为 S 上 的 等 价 关 系 且 
S/o := { {a,b}, (e. d. e)). 


那么 c S 上 的 同 余 关系 且 o 的 每 个 同 余 类 (x), Vr E 9 是 
凸 的 ， 我 们 可 以 断言 o 不 是 正则 同 余 ， 否 则 存在 S/o 上 的 序 关 
系 < 48 (Slo, 3) 是 序 半 群 且 自然 映射 p : S 一 S/o 是 同 
AP. He <a, RATA (e)s < (ae. 又 因为 了 < c, BA 
有 (b), < (elo. 因此 (be = (a)e - (c)e = (&)e < (ajo: Bn 
(&)e = (a), 不 可 能 成 立 ， 


完全 半 格 则 余 一 定 是 正则 半 格 同 余 ， 但 一 般 情 况 下 ， 正 贡 半 
格局 余 不 一 定 为 完全 半 格 同 余 . 


命题 2.2.5” 设 (9,…<) 是 序 半 群 ， 了 为 5 的 理想 ， 则 以 
下 各 款 成 立 

Dpp= Ix D)U((z,y) E SxS |£ =y} È S HAR; 

2) S/pr = {{z} | ze SM} Y {1}. 

证 明 1) 不 难 验证 pi 为 S 上 的 等 价 关 系 . 设 (m.y) € 97.2 € 
S, 则 (za, zy) € pr. X E. 

A) 如 果 (z,y) € Ix I, W zz,zy € I, & (zz2,2y) € 

IxIC pr. 

B) MR r =y E S, BR (zz, zy) € pr- 
同 理 可 证 (£z, yz) € pr. 
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9) 设 (os € S/or. WH a € I, WI (a)o; = WH a I, 
设 (a, b) € pr, mj b= a, 故 (2)p; = {a}. o 


ERAR pr 我 们 称 为 序 半 群 5 的 Rees AR. 


定理 2.2.6 W (S, X) 是 序 半 群 ,了 为 5 的 理想 , 则 S/pr 
A S 的 正则 同 余 . 


证 明 由 命题 2.2.5, 我 们 可 以 看 出 (S/pr,*) (关于 商 半 群 的 
通常 乘法 ) 是 一 个 半 群 我们 下 面 引 入 S/pr 上 的 一 个 二 元 关系 


2X ={(,{z}) | zx € S\N 
Ul(izh ty | ye S\I, < y) U {(, 7)}. 


1) “<” 是 S/p; bI AIT XR. E (rz), € S/or, BA 
(z), = {zjz € SM 或 (£) = I. 如 果 (zjor = {2}, AA 
rz S r, MA ({2}, {2}) E= (z)p, < (@)p; ; WR (£); = T, 
因为 (I) e, 我 们 有 (2), < (Tp: 

设 (2)m < (Yer: (Wor < (2)pi, 我 们 有 以 下 情形 ， 

情形 L (rz), = {zj,z € SA. 因为 (zjpr 3 Wor OF 
y E SI, E z< yp = fy} X Wor 2 (T) DHA 
(2) = (zh z € SM B y <a. Bb z = y, B (zp, = (Wor 

情形 IT: (z)pr =F. 由 (2) X Wor W (Wo, = I X 
(wor = (y). 如 果 (vor = 1, WI (z)pj = or. WR (Wor = 
{y}, 由 Gp, < (z)5,, M (z)5, = [x]; E SV, FA. 

设 (z)p; x (y)or: (Wer < (Z)or: 我 们 可 以 通过 类 似 的 推导 
方法 得 出 (zjpr X (2) or- 


2) (S/pr,-, X) 是 序 半 群 ， 即 证 “<” 关于 S/or 的 乘法 运算 
是 相 容 的 ， 设 


(z)p, < (Yor: (Zor € Sf/pr, 
则 (z)pz = {2} 或 (z) = I. MR (z) = 1, Hil (z)o; = 


(的 pr € I. 因此 ， 
(z)p, (z)o, 一 《zzjpr = (tz)o, = 1, (z)pr (Y)or = 1, 


&k (z)p (z)e, = (z)e(y)e,. 如果 (z)o, = {z},z € SNI. 当 

(z)p, = {z}, £ € SM, W Wo; = {y}, B z < y, MH zz < zy. 

4 zy € I, W| zz € I, Ai (z£)p; = (zy)p,. 4 zy € I, 则 不 论 

zr € I m zr gI, WH (zx), < (zy)o,- 5 (£) = 工时， 显然 

(zz)p, = I, Mild (zx)o; 2 (zu)p,- 同 理 我 们 可 证 右 相 容 性 . 
3) 由 S/p; 上 二 元 关系 < 的 定义 ， 我 们 不 难看 出 


23:8 +> S/pr 


是 保 序 的 . | a 


定理 2.2.7 设 了 是 序 半 群 5S 的 理想 ， 人 人 为 S 的 包含 工 的 
理想 集 ， B 是 序 半 群 (5S/p1,-, 2) (这 里 < 关系 如 同 定理 2.2.6) 
的 理想 集 . 我 们 定义 4 到 8 的 映射 6: J (J),. 1 0 B— 
一 保 序 映 射 . 


HA 1) i J € A. 不 难得 出 (J), 是 5 的 半 群 结构 的 
理想 . 设 (z)pr < (pf Yor € S/lpi, 那么 存在 了 € J, 使 得 
(Wor = or: 

如 果 x el, MAre J, BR (zr, E (Aor. 

mea g I, Wi (2) pr = {z} € S\I, 因为 (X)p, < (区 pn 
这 时 (Yo = Ge = Ue SM B.» S j, Bit c € J, Bn 
(z)o, € (pr. 

2) 9 Rigid. FXE, ACA AF Jo, MARE 
ji € A\h R ja E€ b\ A. 设 € Aa BA o, = {i} ¢ 
(J2)p;. 

3) 6 EHH. 设 K 为 S/pr 的 理想 ， 令 


J-(z€8|(z)y € K}, 
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则 不 难 验证 了 为 S 的 理想 且 包 含 了 {读者 练习 验证 ). 9 的 保 序 性 
显然 . 口 

下 面 我 们 讨论 拟 序 与 正则 同 余 的 关系 ， 

引 理 2.2.8 i& (5,,<) EFFE, o C 9x3. 则 下 列 结 
论 是 等 价 的 : 

1)e X S Hay. 

2) 存在 序 半 群 (7, 4) 及 同 态 映射 p : 9 T 使 得 


a = {(a,b) € Sx S | e(a) < v(b) }. 
证 明 1) => 2) Ho 为 5S 的 拟 序 . &p=cNo", W p 
AS WMA. ER (S/p,*) 上 定义 二 元 关系 
<= { ((z)p, Wa) | (y) Ee h, 
则 - 
A) 设 (a) p = (2)p; (b), 一 (y)o; (z, y) € c, Wy (a, b) € d. 
XL, BH (a,c),(b,y)€ ano, MEL (a,b) € o? Ca. 


B) 我 们 可 以 验证 (S/p, *, 3) 是 一 个 序 半 群 ( 留 作 练 习 ). R 
(a,b) € 0, BR 


pla) = (a) < (b), = (0). 


RZ, mH pla) < p(b), AX 的 定义 可 知 (a,b) € o. 

2) — x1) 因为 gp 为 序 半 群 S 到 T HAA, Kh 9 为 保 
Pa. 设 (2,9) €x, W ple) < oy), 因此 ， (z.y)eo. mi 
(a,b) € c, (b, c) Eo, WY 


pia) < e(b), (b) < ple), 
从 而 pla) < ple), & (a.c) eo. 同 理 可 验证 o HHA. o 
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定理 2.2.9 Wr (S,, X) 是 序 半 群 ，p 为 S MAR. WE 
Fh Fe KG Or: 
1) p 为 正则 同 余 . 
2) 存在 一 个 序 半 群 (T,*, 2) 和 同 态 映射 p: SHOT RR 
p = {(a,b) | p(a) = p(b)}. 
3) 存在 S 的 拟 序 rc , 使 得 p= 二 ono-! 


WEBB 1) = 2) 设 p 为 正则 同 余 , 则 存在 序 半 群 (S/p, +, 3) 
使 得 
p:S++S/p | a (a), 
BAA. 显然 
p = f(a,b) | ple) = v(5)). 
2) = > 3) 由 引 理 2.2.8, | 
a := {(a,b) | ea) 3 eb) 
为 Set, SAop-ono 
3) — 1) 从 引 理 2.2.8 的 证 明 可 以 得 出 . 口 


值得 注意 的 是 对 每 一 一 个 正 序 同 余 p 而 言 ， 商 半 群 (S/p,-) 上 
存在 的 序 关系 < 一 般 情况 下 不 是 惟一 的 ， 故 包含 p 的 拟 序 不 是 
惟一 的 . 事实 上 , Wc 是 拟 序 ，p 二 ono | BS 的 包含 在 o 中 
的 最 大 的 正则 辐 余 ， 因 为 设 pl JEEE o PHS 的 正则 同 余 ， 
M pr =pNp7 Cana =p. 

$8 2.2.10 it p 是 序 半 群 (S,.,) MEMAR, oz 
S 的 包含 oW EMISIT. Mo 是 S 上 的 二 元 关系 < op (或 
po £) 的 传递 闭 包 ， 即 


= U (< op)” = |] (p° x)". 
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WEB o = UK op)” , BR <C< op Co, 且 ol 


n=1 
yeh. BAS 5 pk S LHMAKAR, i oi JETER], 
因此 ci S 上 的 拟 序 ， 由 假设 c Co, RS, p Co 可 推出 
<op Co, 从 而 ol Co, 故 o=o. 


a 
序 半 群 (8S,… <) 上 的 正则 同 余 称 为 强 正则 的 , 如 果 po SC 
op. 由 命题 2.2.10 , RANA 


推论 2.2.11 设 p 是 (5,-,<) 上 的 强 正则 同 余 且 0 为 包含 
p 的 最 小 拟 译 ， 则 o 二 < op. 


证 明 因为 p 是 强 正则 的 ， 我 们 有 


(€ 0p)? =< o(po <) o p CX o(€ op) o p CX op, 


oo 
T= Us op)" =< op. 


n=1 


由 强 正则 同 余 的 定义 ， 设 {pajaer 为 序 半 群 S 的 强 正则 同 
RE, RATNER 


(JI pa)o < € < J| pa). o 


aT acr 


How SHE, 则 p=zno-1 为 9 的 正则 同 余 ， p# 
表示 9 到 S/p HAS. 在 本 节 的 最 后 ， 我 们 证 明 序 半 群 同 态 的 
两 个 基本 定理 . 


定理 2.2.12 设 (S,-,<s), (T, *, <r) 为 序 半 和 群 县 e 为 5 
到 了 的 同 态 映射 ， 设 


$:— {(a,b) | e(a) <r e(b) 
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AoA SB, Bho CG, 那么 映射 
f£:S/pr+T | (a), > pla) 


是 S/o 到 了 的 惟一 的 同 态 映射 ， 这 里 p 一 ono-1, 而 且 下 图 可 
换 ， 进 一 步 地 有 ran(f) =ran(y). RZ, Ho AS 上 的 拟 序 使 
8 f:S/ono "OT RE p= f opä, ioco. 


S v T 


S/p 


证 明 1) 了 是 可 定义 的 , 因为 设 (a)p = (5),, 则 (a,b) € o, 因 
v € G8 (pla), v(b)) €€r; X (b,a) € $, MT (e(b), v(2)) E<r, 
i pla) = (b). 


2) f AE SESHHo-fopt, 事实 上 ， 因 为 
F((a)plb)p) = £((ab)p) = plab) = pla)*p(b) = f((a)p)*F ((b)p); 
Ap 3p (a b)eoceo 
=> ya) <r e(b) + f((a)5) <r F((Bp)- 


f o p*(a) = f((a)p) = pla). 
RE 9 为 序 半 群 S/p 到 T 的 同 态 映射 且 9g o p* =p, 则 


| F((a)p) = pla) = (go p*)(a) = g((a)p). 
而 ran(f) = (f((a))) | a € S} = (e(a) | a € S} = ran(y). 
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反之 ， 由 假设 
(a,b) Eo => (a)p < (Bp => f((3))) Sr F(()p) 
—> (fopf)(a) <r (f o p*)(b) 
=> (a) <r elb) => (a,b) € o. 
(EU LUEHIXDER <% S/o 上 的 序 关系 ， 如 同 引 理 2.2.8 中 的 
uF BA, 
<= {((2)p, (We) | (2.9) Ea} o 
HST ARLE, mR f AMHAASAT 的 反 保 序 的 
同 态 映 射 ， 我 们 称 了 为 序 半 群 S BT 的 同 构 映射 . 我们 不 难看 
Hf WR, BI f(x) <r fy) = x <s y, LA SAB 


射 ， 如果 S 5 T CAPER, 我 们 称 SAT 同 构 ， 记 为 
S=T. 


推论 2.213 i (S, <s) 和 (Tos Er) AFER, p: 
SeT ARMA, BA 


S/Kerg & ran(y). 


证 明 在 定理 2.2.12 中 , Mo =, it p= png, Ml p 
为 正则 同 余 且 


f:S/p T | (a) > pla) 


是 同 态 .我 们 下 面 证 明 f 是 反 保 序 的 . 设 pla) <r v(5), IM (a,b) € 
$B, AX S/o 上 的 序 关 系 S, 我们 可 以 从 引 理 2.2.8 中 看 出 


((a)5, (b)p) €: 


4 B3 (a,b) € 9, ik ((a),, (05) EX .因为 p = Kery, w 
S/Kery & ran(¢). 口 
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设 5 为 序 半 群 ， Ac HAS 上 的 拟 序 而 且 p E , 我 们 这 
时 可 以 定义 序 半 群 (5/P，,， <p) 上 的 拟 序 
a/p := {((a)p, (Ba) | (a,b) € o}, 


这 里 <= ur (b)g) | (a,b) € php =pn p. 事实 上， 我 
们 不 难 验 证 c/p 中 元 素 和 代表 元 选取 无 关 ， 而 且 <pCo/p, BR 
c/p 是 传递 及 相 容 的 . | 


定理 2.2.14 RS 为 序 半 群 ，p Sow S 上 的 拟 序 且 
po, W S/p/o/p = S/o, 


证 明 由 上 说 明 c/p 为 S/o 上 的 拟 序 ， 我 们 作 映 射 o: 
515 5/5 | (a)s — (a)s. M 


1) w 是 可 定义 的 . 因为 (ajz = (bo 可 推出 (jz = (b)o- 
2) v 为 同 态 满 射 ， 显然 vB. 设 
(0)s Sp (b) = (a,b) € p = (a,b) € a = (a)a Sa (Ds. 
e 保 运算 是 显然 的 . 
3) & ġ = {((a)p, (b)a) | &((2)5) Sa v((0)5)), WH 
((a)g, (Dg) € = (0)s a (bs — (a,b) € 0 
€ ((a)p (b)p) € o/p. 


ik Kere = NG =0/pN(e/p) = ofp. 由 推论 2.2.13 , 定理 
得 证 . 
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本 节 我 们 将 证 明 一 个 序 半 群 S 的 素 理想 可 以 分 解 为 W 类 的 
Jf. 主要 讨论 S 的 什么 样 的 子 集 可 以 作为 5 的 某 个 正则 同 余 的 
同 余 类 . 
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定理 2.3,1 设 S 为 序 半 群 ，z E 5, Xi I (z)y HH 
想 ， 则 本 不 含 真 的 素 理想 . 


证 明 由 滤 子 与 素 理想 的 关系 ,证 了 不 含 真 的 素 理想 ， 即 证 
I 不 含 真 的 滤 子 . RFA HBT, 取 a€F, 令 T:= {7 € 
S | ar € F}. 我 们 分 两 步 证 明 ， 


IFHTO yeh, Awe F, tk aye F; Mii 
yeT. HYEI,BFCTOI RHyETOL, N a’ye F, & 
y€F. 又 a2,yET, Aii TEC F. 


2)TO S HRF. Rzyc T, zcT,ycT (证 明 类 似 
T [13] P IL2.11 定理 ， 略 ). zy € T, M zy c RCI, Ai 
ry € F,azxycF,ikzycT. 


EK zE T, y> z, W ay > are F. mE ay € I, 
BRE y ET. HA ay = alayha e FCI X erEeEFC 
IC (zjw = (a?z)y = (az)w, M z < y, f8 az < ay, 从 而 
(aray, ar) EN. 故 


{arag)w = (a2) ly) = (zw (YN 
(a)w(y)w = (ay). 


(ax)y 


! 


因此 ay € (az) = (z)w. 因为 了 为 (z)w 的 理想 , 故 alay) € I. 


3) Th(z2w AO, $ a € TN (zw, Yy € (z)w.()w = 
(zw = (a)y, 从 而 N(a) = NY). BATA S 的 独子 & 
yEN(y) CT, B (z)w CT. 根据 该 事实 ， 


I-In(zycInT-FCcl, 
& F-I. a 
推论 2.3.2 设 9 为 序 半 群 ， 了 工 为 S HRES. BA 
I-U((x)w | x € Ij. 
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证 明 te (zw 2 el, Bx) 为 (7z)N 的 理想 ， 由 
定理 2.3.1, (z)y 不 合 真 的 素 理想 ， 因 为 


(z|w((z)wnI) € (own(z)wT= (z)vn(z)i 
C (own 了 


同 理 可 证 (()w n D(z)y € (£) n Z, i (e) 0 2 28 (z)w 的 
理想 . ky ze (z)v,yz € (awl, 因为 了 为 S 的 素 理 想 ， 有 
yelmÁzcl,i&ye(z)ynImÓze(rx)nl. Zii 
(wl A (z)y 的 素 理 想 ， 故 工 = (zj 从 而 (z)y C I. 

口 


引 理 2.3.3 设 3 为 序 半 群 ，p S 上 的 正则 同 余 ， 则 p 
的 任 一 同 余 类 (a) a E S AFR. 

证 明 设 c,be (ely, MABc<d<bdeS. WA pA 
EAR, RHE S/p 上 存在 序 关 系 <A (e)p < (d), < (b)p, 8k 
(e)a = (d), = (b), = (a), 从 而 d € (a),. Oo 

一 个 序 半 群 的 什么 样 的 子 集 可 以 作为 S 的 某 个 正则 同 余 的 
间 余 类 ， 这 是 一 个 很 有 趣 的 问题 ， 到 现在 为 止 没 有 给 出 完美 的 结 
论 ， 下 面 我 们 仅仅 讨论 一 些 特殊 的 情况 . 

定理 2.3.4 AS 是 序 半 群 ，5S 的 半 群 结构 上 的 理想 C 是 
某 个 正则 同 祭 的 同 余 类 的 充分 必要 条 件 为 C 是 凸 集 . 

证 明 ”由 引 理 2.3.3， 必 要 性 是 显然 的 . 反之, 设 pc 为 
S 的 关于 C 的 Rees 同 余 ， BRC 是 pc 的 同 余 类 ， 要 证 
明 本 结论 ， 仅 要 证 明 pc 为 S 的 正则 同 余 即 可 . 我们 在 商 半 群 
Slog = ((z) |z € S\C}U{C} 上 引入 二 元 关系 


(2), G9) | (Sa € C ) £e € y] 
(23, (0) |e Sy) u (2,0) | (36 C) 2 <e} 
{(C, {y}} | (EC ) e< y}. 


<: 


li 


C cC 


为 练习 或 参见 [65,72]). a 


推论 2.3.5 it C 是 序 半 群 3 的 理想 ， 则 C 一 定 为 S 的 
某 个 正则 同 余 的 同 余 类 . 


定理 2.3.6 设 C 是 序 半 群 9 的 子 集 ， 那 么 C 为 完全 半 格 
的 同 余 类 当 且 仅 当 C 为 9 HERBS SEF NR. 


EM DEMO 设 p 为 8 的 完全 半 格 同 余 ， 上 为 9 到 
Y = S/p 上 的 自然 同 态 ， W4 S= U Sa 设 C= Sy VEY, 


A= M 5. B= Y Sa MO = AnB. 我 们 现在 证 明 4 为 
“aM, BE. Hac A, FEB CY 使 得 a € Sg. AA 


(Vase S) f(sa) = f(8)f(a) S (a) - B S v. 


&K sa € Syp(so) C A, 同 理 可 证 asc A. Mb< aE Abe S, 
则 f(b) < f(a) = B, Aii b E Spy C A. AA f(a?) = f(a), t 
4 a? € A, Mac A. 


Barbe Bae S, WHE BEY (6 > ) 使 得 
be Sg: AA fla) > f(b), t a € Spa) C B. Rade B, FE 
Q € Y(> vy) 使 得 ab € Sg. RA 


f (a), f(b) > f(a)f(b) = f(ab) =a 2 v, 


ik ac SHa) C Bbe Stb) C B. 反之 ， 设 a,b € B, Wu 
f (a), F(b) 2 v, Ai ab € S F(ab) C B. 


充分 性 BC-AnB,AX SRPEN, BO SM 
小 子 ， 我 们 现在 定义 S 上 的 二 元 关系 : 


o := ((a,b) e Sx S|zeS',zacC $ sbe Ch. 
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类 似 于 [2] 中 定理 113.12 的 证 明 ， o 为 5S 的 半 格 同 余 . 为 了 证 
Ro AZER, REE WME a< b Yabe S, W (aba) € c. 
事实 上 ,假如 2 € S!,zab € C, lll zab € AH zab € B. 因为 
za? < rab, i za? € ANB =C. 反之 , 则 ra? € C Yz Ee S1, 那 
4207 € A BH zo? € B. 因为 za? < rab H BH S 的 滤 子 ， 有 
zab € B. 另 一 方面 , 由 za? € A 可 推出 (aza)? = a(zo?)za € A, 
从 而 (az)? € A, 进一步 推出 az € 4， 因 为 4 为 半 素 理想 ， 册 
az € A f$ (za)? = z(azr)a € A, 推出 za € A, 从 而 zab c A. 
Bic 的 定义 可 得 (aab) ec. 口 

推论 2.3.7 设 S 是 半 格 ，5S 的 子 集 C HS 的 某 个 完全 
半 格 同 余 的 同 余 类 当 且 仅 当 C ArH. 

证 明 因为 完全 半 格 同 余 为 正则 同 余 ， 由 引 理 2.3.3 得 必要 
性 的 证 明 ， 反 之 ， 设 C 为 凸 子 集 , A= Ul, B= Ul). 

@ € 


不 难 验证 4 为 5S 的 半 素 理想 ，B 为 5 Het, ACCANB. 
又 设 a € ANB, 则 存在 c,d E C fü dac. Bi C Ri, 
McEC. B C-—AnB. gigi 23.6 £8 C 为 S 的 某 个 完全 半 
格 同 余 的 同 余 类 . 


84 正则 同 佘 的 刻画 


为 给 出 正则 同 余 的 一 般 刻 画 ， 我 们 先 给 出 一 个 定义 . 
XX 2.4.1 k SAFFER, pA SHAR. S 中 的 元 
素 列 
(a, a1, 61, @2, b2,°++, a4, y) 
称 为 模 o HB, WR 


t£ € ajpb, < aapb, € --- < anpy, 


n AX EBENE cy 分 别称 为 拟 链 的 首 项 与 尾 项 ， 一 个 模 
p 的 拟 链 称 为 团 的 ， 如 果 它 的 首 项 与 尾 项 相同 . 
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的 拟 链 的 集 . 


引 理 2.4.2 设 S 是 序 半 群 ，p 为 9 上 的 同 余 ， 则 


1) Cay 包含 长 度 为 n 的 拟 链 当 且 仅 当 (my) € (< op)”. 
2) 假设 (x, a1, b1, a2, b2,-++,4n,¥) € pCary, Jiu) 


Wc € 5) . (ez, ca1, cb1, caa, cba, +++ , Can, Cy) € pC (cx) (ey); 


(zc, ac, bye, a26, bac, - -- Gnc, Ye) Ep C(scy(yo)- 


3) 假设 z,y 包含 在 S PEMA p 的 闭 链 中 ,那么 存在 m € 
N 使 得 (z,y) € (€ op)™. 


证 明 1,2) 是 很 容易 的 ， 我 们 仅仅 证 明 3). 设 
(a5, @1, 61, 02,53, +++, On, Go) 


是 一 个 模 p 的 闭 链 且 包含 2,y. 我 们 可 以 考虑 以 下 四 种 情形 : 

A) T= ai, Y = Gj; 

B) z = a; y = bj; 

C) z = by = aj; 

D) z= b; y = bj. 

我 们 仅 证 A), 用 同样 的 方法 可 证 B), C) 和 D). 

Miss, M c= a; < api <--- < ajpa;(= y), (zy) € 
(i op?) Ri > j, 2 = a < apb X: < oanpoo < 
a poy € -- < aspa;(= y). BANA (my) E (< op)" ti a 

31 2.4.8. 2 SHER, pA SHAR. 如 果 (zy) Ep. 
(::,k) € p, 那么 pCrk # 0 4 AMS pCyz 天 9. 


TEA 必要 性 如果 QC. #0, 由 引 理 2.42, £i NEN 
4:88 (x, k) € (€ op)”. 因为 (zy) € P, (2 局 EP 我 们 有 


y € ypz(< op)"k € kpz, 
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即 (y,z) € (€ op)"*?. 由 引 理 2.4.2, pCyz #0. 
充分 性 的 证 明 与 必要 性 类 似 ， 证 略 . D 


定理 2.4.4. FERS 的 一 个 局 余 p 为 正则 同 余 当 且 仅 当 
Vz € S, pCzz 包含 在 p 的 一 个 同 余 类 中 . 


证 了 明 ”必要 性 ” 设 p 为 S 的 正则 同 余 ， 则 存在 S/p 上 的 
序 关系 < 使 得 (5S/p, ,过 ) 为 序 半 群 旦 P :5 路 S/p 是 同 态 . 设 
【z; 01; 8 -30n T) 为 pCzz 中 的 一 个 财 链 ， 出 

zr < apb < daph €... X anpe. 
那么 . 
g(x) 3 (a1) pe(br) 3 (a2) py(ba) < --- < (an) o(2). 
由 此 推出 p(x) = ve(a1) = e(bi) =... = vlan). & 
(x, anbu dn 2) 

包含 在 5 的 同一 个 p 类 中 . 

RAK ”我 们 首先 定义 商 半 群 S/o 上 的 二 元 关系 S: 

<:= {((2)p, (y)p) | pCay # 0}. 


1) < 是 可 定义 的 . Hom € S, A (zjp = (z1)p (Wp = 
(yije 由 引 理 2.4.3, pCay x 0, 当 且 仅 当 nom z 0. 

2) <4 S/o 上 的 序 关系 . 

A) Vr € S, WA z < wpz, MH pCzz Æ Í, Aft < RAR 
的 ， . 
B) 2 是 传递 的 . 设 ((z)p, (Wp)E <, (Wp (oe <- 9 
4 pCzy # Í, pCyz * 0. 由 引 理 3.2, FE m,n e N 使 得 
(x,y) € (€ op)", (y, z) € (< op)”. 则 


(z,z) € (< op)" o (€ op)" = (< op)™™, 


BJ nom 天 0. 

C) X 是 反对 称 的 . 设 {(z2)p, (y)p) ES, ((y)p (z)o) EX, 那 
4, pCay FV, pCyz #0. 由 B), pCa 7 9, 即 存在 S WE p 闭 链 
包含 ry. 由 假设 知 ， (2)p — (y)p. 

3) (S$S/p,*, 3) 是 序 半 群 ， 仅 需 验 证 < 关于 S/p 的 运算 是 相 
Tu. Wb ((z)p,(y)p) € <, WW pCoy AO. 由 引 理 2.4.2, Vc € S, 
p' "exy(ey) FO Clcatoa # 0, BI 


| ((cx)p, (cy)p) EX, ((ze)p; (yc)p) EX. 


4)g: SH S/p| z> (£). BE v AAA, 我 们 仅 需 验证 
z<y<=(z),x (y)o- 


35 E, mE z S y, W (zy) ES op, pCry #9, k (z), < (y)p. 
. 4 


定理 2.4.5. i$ 5 为 序 半 群 ，p S 上 的 同 余 ， p 是 强 正 
见 8934 B C4 p 满足 : 

1) 每 个 p JE RESI 

2) po $ C € op. 


证 明 ”必要 性 由 引 理 2.3.3, 显然 . 

充分 性 ” 仅 要 证 明 p 为 正则 的 . 由 定理 2.4.4, 仅 需 证 Vr € S, 
S 的 每 个 模 p 的 闭 链 CL 包含 在 一 个 p 类 中 . 我 们 对 S fii p 
共 闭 链 的 长 度 应 用 归纳 法 ， 

A) i n — 1. 则 该 链 可 以 表示 为 


z < gpr, Ya E S. 


因为 pos C < op, H (a,x) € pCpo < C < op, FH OES 
使 得 ai < bpr. 因为 (xr) = (b), B (z) BOTH, kk 
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(b1)p = (a1)p = (z)o- 

B) 假设 = k—1 时 结论 成 立 . H n = k WAP, W 
(a, a1, 61,02, 52 , ak, x) A S 的 模 P 的 长 度 为 k i met. 那 
4 
z < apb € agpby <--> € ak apby-2 S ak 1pby-1 < akpz. 
因为 (ak_l,ap) € po € C € op, MARE CES 使 得 a1 S 
cpap. 因此 

zr €&ajpb € agpbe € +++ S ak apby-2 S Ept. 
这 时 (x, al b1, 49, ba,°*+, bp_2, €, 2) A S 土 的 长 度 为 k—1 的 闭 
&. 由 归纳 假设 ， 有 
(r)p = (a1)p = (b1)p =e (b4-2) 0 = (e)p. 
X bya €ay-, € e, 由 假设 
(b. -2)p = (@h-1)p = (bx-1)p = (c)p = (ai)- 
因此 (z,01,51,02,02,::-,04,2) 包含 在 一 个 p 类 中 ， 口 

$2.46 设 5 为 序 半 群 9 的 正则 同 余 ， 那 么 由 定理 2.4.4, 

我 们 可 以 定义 商 半 群 S/o 上 的 序 关 系 
<= {((2)p, (yp) | Czy 7 OF, 


使 得 (S/o, 3) 是 序 半 群 . 假如 p 为 S 的 强 正 则 同 余 ， 那 么 下 
列 各 款 是 等 价 的 : 

&) pCay Z 9; 

8) (Vz € (z)) Gi E (092 S is 

y) Gz € (x) n € (y)p)z S y- 


证 明 留 给 读者 作为 练习 ， 


.86 . 


$5 正则 则 余 格 


设 5S 为 序 半 群 。 C(S) RRS 的 所 有 同 余 集 ， 则 O(S) X 
于 普通 集合 的 交 和 同 余 积 运算 

(a,b) € Il Pa € (3co =aycly..s cn = bE S) 

. agl 
(Spa; € {Pahaer) (ej, 0541) € Pa; 

是 一 个 完备 格 ， 最 小 元 为 最 大 元 为 7. 以 RC(S),SRC(S) 分 
别 表 示 5 的 正则 同 余 与 强 正则 同 余 集 ， 则 

定理 2.5.1 设 SAFER, M RCS) 为 完备 格 . 

证 明 首先 不 难看 出 r E RC(S). 要 证 RC(S) 是 完备 格 ， 
MBE RC(S) 是 交 完 备 的 交 半 格 . 设 {pajaer 是 S 的 正则 同 
RI. " aA pa 也 为 S 的 正则 同 余 ， 事实 上 ， 设 


(z, m, bi, az, ba, +; On, £) 


是 模 (^ pa 的 闭 拟 链 ， 即 
acr 


zx atf? pa) € < an( [^] pa)z， 


oe. acr 
故 
(Va ET) £ < apab £ -+ < aspaoz. 


这 说 明 (x, G1; bi, 42, b2, cry Gy, x) 为 模 Pa (Va € r) 的 闭 链 . 由 
定理 2.4.4， 


(x, @1, D1, 02, ba, -- t „ûn, T) 
包含 在 一 个 pa 类 之 中 ，Ya ET, di o 的 任意 性 ， 得 该 拟 链 包 含 
在 M 类 中 . 口 
atc 
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在 证 明 该 结论 之 后 ， 我 们 自然 要 问 如 何 去 描 述 RCS) 中 的 
并 运算 . 设 {pajaer 为 RC(S) PATRE, CE RC(S) 中 
的 并 称 为 售 {Pajar 的 正则 闭 包 . wE p S EA, UL ot X 
示 p 的 正则 闭 包 ， 可 证 {pa}aer 的 正则 著 包 和 IT Pa 的 正则 闭 


包 一 致 ， 即 V pa = (IT 22). 
«cr ect 
定理 2.5.2. 设 S 为 序 半 群 。 5 的 一 个 同 余 的 正则 闭 包 


po = {(z,y) E€ 5 x S| (az € Ss,yE pCzz}- 


证 明 1) i p: {(z,y) € S5 x S| (dz € Sry € pzz} 
我 们 下 面 证 明 p* 为 包含 p 的 正则 同 余 . 设 (z,y) €p, W z< 
rpy S ype, 因此 ZY € Cos, M p C p". 

o) 因为 了 <zpzr, W (2,2) € p”. 

B) 假设 (z,y) € p”, (y, z) € p". WAER p 的 二 个 闭 链 


i (85, 21,53, ttt sân do), (co, cl， di, tt “Em, Co) 


使 得 下 面 情 形 之 一 成 立 : 
A) y =a; = cj, X E {1,2,---,n}, 3j € {0,1,2,---,m}; 
B] y = a; = dj, Ji € {0,1,2,---,n}, 37 € {1,2,---,m—1]}; 
C) y = b; = cj, Hi € {1,2,---,n—-1}, Jy € {0,1,2,---, mk 
D) y = b; = dj, Ji € {1,2,---,n—-1}, Aj € {0,1,2,---,m— 

1}. | 

E A), BU 


( aj, Oi, Gi eli Dil. “ +, by, 05,01, 01,7 tt s bi—1, (= Cj) 


dist, Cm, dm; Co, €), d, 7: ,c- ai)) 


是 模 p 的 包含 z, z 的 闭 拟 链 ， 类似 可 证 B), C), D) 的 情形 . 
y) 由 引 理 2.44, p* XT S 的 运算 是 相 容 的 . 
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分 BAR (z,y) € p", 则 (3z € S) z,y € pCzz, 类 似 于 定理 
4.4 充分 性 的 证 明 ， 我 们 可 以 在 S/p" 上 定义 序 关系 
<:= {ir}, (y)p*) | pr Cay + 0), 
418 (S/p*,-, X) BREH, Ho: SH S/p* ARMA. 


2) p" 是 S 的 包 合 p 的 最 小 的 正则 同 余 . SRL, RHPA 
3 了 的 正则 同 余 ， 则 o = p*. MR p 不 是 正则 同 余 ， 且 有 S 的 正则 
J3&T,pCr. way) € p*, 则 存在 模 p MHS zy, 该 
ARR 7 的 闭 拟 链 。 由 定理 2.4.4, (z, y) € v. 口 

推论 2.5.3 设 {pn}aer 是 序 半 群 S 的 正则 同 余 镁 . 那么 完 
着 格 RC(S) 中 的 并 V Pa 为 


(zy) € V pa e HEB] pa 的 包含 x,y 的 闭 拟 链 . 


aer acr 
证 明 留 作 练 习 ， 
定理 .2.5.4 设 S 为 序 半 群 ， 则 SRC(S) 是 完备 格 . 
证 明 因为 “是 SRC(S) 中 的 最 小 元 ， 要 证 该 结论 ， 仅 需 证 
A SRC(S) 是 并 完备 的 并 半 格 . 设 {paj}aer 为 5 的 强 正则 同 余 
#, B CIT pa) 为 包 会 po, Ya c T 的 最 小 的 强 正 则 同 余 . 
«c 
1) CIT o2)* 为 S 的 强 正则 同 余 ， 事 实 上 ， 由 推论 2.53, 
ac . 


II Pe)? 为 正则 的 . 设 (zy) € CIT ea)’o < , 则 存在 zeE5 使 
ac 


acr 
导 
z( lI Pa) z zy 


acr 


HEM 2.5.2, 存在 一 个 模 I po 的 闭 氢 链 
. ac 
(ao, a1, 61,42, ba, ttt ; Gn; A) 


war, z. WEE n E N 使 得 (zz) € (€ o TT pa)”: 因此 ， 有 
acer 


(2,9) € (< » TI pa)" <), B 
acr 


(y)e(&o]Io»»os € (so[Io2os 


aer acr 
c s'eT[eecsze([[»»- 
acr ccr 


故 ( M Pajo <C< of T pa). 

2) 设 了 为 3 的 强 正 则 同 余 且 包含 pa, Ya ET, WA (II Pa) 
| - aT 
Cr, Mitt (II pa)* € 7. 口 

agr 

这 里 我 们 已 经 引入 了 三 个 完备 格 C(S), RC(S),SRC(S), R 

SRC(S) € RC(S) C C(S). 
一 般 情况 下 ，SBRO(S) 不 是 RC(S) FH, RC(S) RH C(S) 
的 子 格 . 读者 可 举例 验证 或 参见 [82]. 


下 面 我 们 主要 讨论 格 序 半 群 (ER) 的 格 序 同 余 (1 同 余 ) 格 
及 其 完全 分 配 性 . 


设 3 为 了 半 群 ，98 的 一 个 同 余 CHAS MI AR, MR p 
保持 格 运算 ， 即 
(Va,b,c € S) (a,b) € p = (a V c,bV c) € p, (a^ e, b^ c) € p. 
LC(S) 表示 ! 半 群 的 5S HHA LER, M LC(S) 是 C(S) 的 子 
格 . 

命题 2.5.5 d SO LE, po Ule. RI S/o & LE 
9H. 
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EM 我们 定义 S/p 上 的 二 元 关系 
<p:= {((0)p, (9) | (a)p = (a ^ Bo), 


W €, X S/o 上 的 偏 序 关系 且 (5/p, <p) 是 一 个 格 ， 因 为 我 们 可 
以 定义 (S/P, <p) 的 "v^ 3l "A" 运算 如 下 ， 


(vry € $) (z) V (y)o = (Vp (£) ^ (wp — (2^ Ye 


证 明 的 其 他 部 分 是 简单 的 验证 ， 略 . o 
命题 2.5.6 & S 为 1 半 群 ，p 为 3 的 1 司 余 ， 则 下 列 各 
未 成 立 : 


1) p 为 S 的 强 正则 辣 全; 
"t X (n) (Wp) | Cay # 9) = (((25()5) | (z^ 
= (2)p}. 


征明 1) 由 命题 2.5.5, 不 难看 出 p 为 S 的 正则 同 余 ， 设 
(15) € po <, WHE c E S 使 得 apc € b. $ ei — a V b, Vj 
a € (a V b)p(c V b)(— b). 因此 (a,b) E< op, HK po € C < op. 


2) 因为 p 为 强 正则 同 余 ， 设 pCoy AO, 则 存在 ne N 使 得 
(2,4) € (S op)”. ik 


(z,y) € (€ op)" C €" og" C < op. 
HFE y € S 8 x < ypy, BD 
(z A y)p = (£ ^ y1)p  (z)p. 


反之 ， 没 (@At)p= CAPE zp(z^y)Sy 因此 , (z,y) € 
(o X € € op. M pCey E$. = 


为 了 讨论 ! 同 余 格 的 完全 分 配 性 ， 我 们 引入 下 列 定义 ， 
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定义 2.5.7 LER SELER p 称 为 极 值 同 余 ， 如 果 存 在 
(z,y) € Sx S (x Z y) 使 得 p 是 关于 不 包含 (x,y) 的 极 大 的 i 
As. 为 了 方便 起 见 ， 这 时 o 也 称 为 关于 (m, y). 的 极 值 同 余 . 


我 们 用 val(z,y) 表示 S 的 关于 (z, 切 的 所 有 极 值 同 余 ， 一 
BR LS p 称 为 特殊 的 ， 恕 果 存 在 (a,b) € S x S (a e D), 
使 得 |val(a,b)| = 1. mE S 的 每 个 极 值 | 间 余 均 为 特殊 的 ， 3 
也 称 为 特殊 的 .不 难看 出 ， S 的 最 大 同 余 t 不 是 极 值 同 余 . 


定理 2.5.8 1! 半 群 的 1 AR p 是 极 值 同 余 当 且 仅 当 p 在 格 
LC(S) 中 存在 覆盖 p. 
HEAR 必要 性 A= {pa |PC pa}. MAF $, ROS 
REA ii p* — (po, We 为 p WME. 事实 上 ， 因 为 p AR 
HAR, MEET, y ES (x +y) HB pE vall, y) ROC pa, 
(x,y) € Pas 从 而 (z, y) € p* £ p. | 
- SE Ree o HRB, WR (x,y) € o", 有 PE 
val(z, y). a 
-以 下 我 们 用 MLC(S) 表示 ! 半 群 S 的 所 有 极 值 间 余 集 ， 由 
Zorn 引 理 ， 我 们 得 出 


命题 2.5.9 设 S 为 了 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 立 ; 

1) & (zy) € Sx S (x Z y), val(z,y) * 0; 

2) R pA S KLARE pA T Mp - HASH S 的 某 个 
RAMS 

3) S 的 每 个 ! 同 余 是 S. 的 极 值 同 余 之 交 

TE BH ES DJ. 
— 定理 2.5.10 LAR p 是 极 值 同 余 当 且 仅 当 p 在 格 LO(S) 
中 交 不 可 约 . 


证 明 必要 性 设 pEvallzs,y) 且 p= ps WjEiel 
i€ 
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使 得 p= pi. 否则 pCAm Vie IL, W (z,y) eo; Vi e I, Ait 
(z,y) € (Yo e T. 
i€ 


充分 性 ” 设 p 是 交 不 可 约 的 ， 令 


p* = ( o | pc pit, 


wer 
则 pC p", 由 定理 2.5.8 得 p 为 极 值 同 余 . o 


由 定理 2.5.8, 命题 2.5.9 我 们 不 难看 出 ! ERKE C RIA 
为 S 的 交 不 可 约 【 同 余 之 交 . WA LCS) 中 所 有 交 不 可 约 的 ? 
leg MLC(S). 为 了 给 出 LO(S) 完全 分 配 性 的 刻画 ， 我 
们 需要 以 下 准备 - 

引 理 2.5.11 设 LO(S) 为 ! 半 群 S 的 i 同 余 格 , 则 下 列 各 
款 等 价 : 

1) LO(S) 由 MLC(S) 自 由 生成 

2) LC(S) 是 分 配 格 ; 

3) pV (Apa) = A(pVv Pa) Vp; Pa € MLC(S). 

该 引 理 的 证 骨 类 似 于 文献 中 P. Conrad 工作 中 相关 定理 的 证 
H, RERE. 口 

3|g 2.5.12 i£ p € MLC(S), p 是 特殊 的 当 且 仅 当 对 S 
Hl AAR {pi;jier, MER N picp, 则 存在 i eT 使 得 cop. 

1E 


证 明 EYE — d p € val(z,y) HX (per € LC(S), 
如 果 n piCp, 那么 一 定 存 在 i c I 使 得 (x,y) € pi 由 Zorn 5] 


理 ， 存在 pi € val(x, y) 使 得 pi C pr, 到 为 val(z,y) = {p}, fi 
pon 2 pi 


充分 性 WE F = (pa € LO(S) | po Z p), HABE) Po E P 
取 (z,y) € 门 pa\p; M p € val(z,y), 否则 存在 p” € valls, y) 
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使 得 p C o. HF 的 定义 p EF, (xy) E p*, FH. BB 
T € val(r,y), W r ZF, Kitt T C p, SR T = p, K p 为 特殊 
B. 口 


推论 2.5.13 设 5 为 特殊 的 1 半 群 , 则 格 LC(S) 由 RLC(S) 
自由 生成 . 


证 明 B {pyjyer, {pp}sen 为 MLC(S) 的 对 偶 理 想 且 
门 py = N pe, BE N psSpy, Vy € T, 由 引 理 2.5.12, 存 
ve. BEA PEA 
在 EA 使 得 ps C py, 从 而 py € {fposjasA, H {pyjyer E 
{es} seas 同 理 可 证 {pa} pea c {Py}yer- 口 
“有 了 以 上 准备 之 后 ， 我 们 有 


定理 2.5.14 格 LC(S) 是 完全 分 配 的 当 且 仅 当 S 是 特殊 
的 . 


证 明 由 引 理 2.5.11, 推论 2.5.13 可 得 出 . 


第 三 章 RRND 


81 完全 半 格 分 解 


一 个 序 半 群 S 称 为 型 4 半 群 的 半 格 (完全 半 格 ， 带 ) 如 果 存 
在 3 ERAS (完全 半 格 同 余 ) 使 得 9 的 关于 该 同 余 的 每 个 同 
AREMA LR. RÁlc A 为 S 的 最 小 的 完全 半 格 同 余 ， 
Wut S 可 以 有 完备 半 格 分 解 . 本 节 我 们 通过 S 上 的 一 些 二 元 关 
系 讨论 一 个 序 半 群 是 完全 半 格 的 性 质 ， 主 要 通过 半 素 理想 给 出 信 
的 马 一 种 刻画 ， 本 节 主 要 结果 来 自 [23—25]. 


为 了 方便 ,我们 首先 引入 S 上 的 一 些 二 元 关系 及 讨论 它们 的 
相关 性 质 ， 这 些 关系 不 是 本 节 都 要 用 到 ， 主要 为 本 章 以 后 内 容 仇 
— WES. “ 

定义 3.1,1 d SAFER, EXS 上 的 二 元 关系 如 下 ， 

1) arb <=> (3z,y € S!) b < zay, 

ar,b.«—. (dy € S1) b € ay, 
anb <> (ar € S!) b € za, 
t= FAT 

2) aob <=> (Ar, y € S+) b? < ray; 

3) anb <=> (Am € Zt) (Az, y € S1) i7 < way, 
amb <=> (3m € Zt) (3y € $1) b" < ay, 
amb <=> (3m € Zt) (3x € S!) U^ < za, 
n= "n Om; 

4) p= Uo, pennant, pk mon k= be 

5) E= pnp. 

引 理 3.1.2 2S 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 蒜 成 立 : 
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l)isCTCoCmgC p 
2) IsC u C£. 


证 明 BR IsCTCoGCmW(ab)ecmnNimeZ, 
使 得 0" < cay, zy € ST. WẸ m= 1, W (a,b) € c C p. 如 
K m 22, WHE k ec Zt, tb 25 «m « 2H, 因为 

(py. 一 pn " pa^ t -m)pm < (pa may, 


BANA (a,b) € c, x QU y - < 1-6-1, & e, p) 
a (1<isk), Aii (0,5) € ot}, i 


(a, b) € at-1.g o gk C p. 
2) 由 1) 可 立即 推出 . 
从 以 上 一 组 关系 的 定义 不 难看 出 7 是 可 传递 的 且 
| (Va,bc S) (abba) co C n, (a,aà) €o Cm. 


由 p 的 定义 和 引 理 3.1.2 , 可 得 p 是 传递 的 且 


Bl p= U T. 口 
n=1 
引 理 3.1.3 ix SAFER, WAS SH: 


1) (Va, b € $1) (Vm € Zt om > 2) (a™b™, ab) c gAm-1): 
2) (Va,b,c € S) (ca, cb), (ac, ba) € o”. 


证明 1) 4 m — 2, 因为 (alab?) (aba) € o, X. 
(ab*)? = ab? al? < 1. (aba) b?, 
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从 而 (ab?a, ab?) € c, tk (a?b?, ab?) € c2; 类 似 地 有 (ab?,ab) € 
c^, ik (ab? ab) € ot, Hm>2m=k>2Hes 
(a*b*, ab) € a* 5-9, 对 m =k +1, 类 似 地 ， 


(gF1pe 1, gkpktty € o’, (at bft! abf) € c, 
从 而 (a*10*,a555) e ot. 由 假设 

(a 9*1 qp) € oa .ad4k-D = ott = g*(m-9, 
由 归纳 假设 ， 结 论 成 立 ， 

2) & (a,b) €o,c€ S, Wb < aay, z, y € S'. 因此 
(b?c?)? = be*b?c? < (be?) [(xay)c"] - 1, 

B] (rayc? PP) Eo. HI 及 o 的 定义 ， 我 们 有 

(ca, cay) € c, (cay, ayc) € o, (aye, x(agc)c) € a, 


ii (ca, bc) € o9. 又 (be,cb) € c, 因此 (ca, cb) € o9. 同 理 可 得 
(ac, bc) € a? im 

定理 3.1.4 & 为 5 HERARAS S 上 的 序 关 系 为 平凡 序 
1s, MEW S 的 最 小 半 格 同 余 ， 

证 明 Rx E= (Ü a”) KU c^), 所 以 上 为 S 上 的 等 
价 关 系 ， 由 引 理 3.1.3 " 肥 前 面 的 说 明 ， CES medii. v 
6% S 的 任 一 半 格 同 余 ， (a b) € £, WM (a,b) € p E (ba) € 
p. %& (a,b) € p, WEE n € Zt 使 得 (a,b) c o^, 因此 存在 
41,02,::*, 64-1 € S 使 得 


(a, 01), (a1, az), tits (a4 —,, 5) Ea. 


由 于 <s= ls, 则 a2, = mai Siyi € $5, 从 而 ai+18 
(25410) (ai) (y:0), 故 ait10 < a; ? i= 0, 1, 2,- SR, 其 中 a = 


| 
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G, Gn = b. $k a0 00. H (b,a) € p, AMAA 50 < ab. 从 而 
(a,b) € 0. 


38 3.1.5. RRL S 是 序 子 半 群 Salo € Y) 的 完全 半 
YM S= U S, 则 下 列 各 款 成 立 ， 


1) ae sabe 53,0,86Y H (a, b) € 7, i) 8 < a; 
2) 设 (a, b) En", a, bE Sa, W (a, b) € 7" |s,. 


证 明 1) A (a,b) €n, WHE ne Zt RE Sy, ye Ss 
使 得 b" < ray, 由 S 有 完全 半 格 分 解 形 式 ， 故 5" < yad, 从 而 
Bea. 


2) 设 (a,b) € m^, WEE 21,22, 24-1 使 得 
anrigz,r4-—10b, Ti E Sg, i - 1,2,:-,n— 1. 
从 (zi-u s) € m FE ni € ZH, ze S, ,y e Ss, 使 得 
| a < ayy => ant? € (air) ai_1 (yay). 


Am B = Bt? < (By) B-1(68) < By , 68; € Bj. 故 Bi = 
BY = Aiô. gi 1) 


as fi < fo <-+: < ba- Sa, 


H a= Bi 二 1,2,…,n 一 1. 由 上 证 az, yri € Sg; = Sa, 从 
(zi-1,2;) € 0, 可 得 "m € n|s,. 从 而 (a,b) € n" 可 推出 
(a, b) én ^|s,. a 


定理 3.1.6 i$ SAFER, aes, 则 


N(a) = {z € S | (x, a) € p}. 


证 明 A= {zE s | (2,0) € p}, H p 是 相 容 的 得 4 
为 9 的 子 半 群 . 又 设 Zz,y €S H cy € A, Ml (zya) ep. 由 
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(x, zy) € o (y, zy) €o C p E p 的 可 传递 性 得 出 (x,a), (v,a) € 
p EzcAHzzz, "HAN cA. 综 上 验证 AA 9 的 泪 
子 . l l 


RFRA at S HBT. 则 Yw EA, FE ne Zt 使 

得 (wa) € c". HAWK, iE n = 1, 则 a? < rwy, s, y € S! 
从 而 at € (ax)w(ya), 由 at € F, 可 推出 (az)w(ya) € F, M 
而 EP 了 #n 2 2, H (w,a)e c^"! REH w € Fw 
(w,a) € o^, WEE cE S, (w,c) € e, (c, a) Ea". & HR 
E. c€ F, Am we F. tk AC F. 


推论 3.1.7 £= A HE 的 每 个 同 余 类 是 完全 半 格 不 可 分 解 
的 . . 


证 明 由 定理 3.1.6, 我 们 有 
3 


{(a,b) € Sx S | (b,a) E pA (a,b) € p} 
{(a,b) E Sx S| bE N(a) ^ae N(b) 
{(a,b) ES x S| N(a) = N(b)) =N- 


又 设 Sa X EZ, Hols, els. 和 Els, 分 别 表示 Sa 上 的 
三 个 限制 二 元 关系 . B a,b E So, M (a,b) € £, Bl (a,b) € p " 
(b,a) € p. it (a,b) € p, WHE n € Z* 使 得 (a,b) € m, 
引 理 3.1.5, (a,b) € v^|s,, 从 而 (a. b) € Pa = Asai Rau" 
(b,a) € pa = pls.. fk £a = Pa N pa 3 (a b), BI a = Na 为 
S, 上 的 平凡 同 余 ， 从 而 Sa 上 没有 非 平 凡 的 完全 半 格 同 余 ， 口 

定理 3.1.8 设 S 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 立 : 

1) Va € S,M(a) = {z € S | (a,2) E€ P} 3; S 的 a 生成 的 
半 素 理想 ; 

2) M(ab) = M (a) N M(b), Ya,b € S. 


uH 显然 we M(a), HEM 31.6, M(a) = (ze Slee 
N(z)}. & z € M(a)Yy € S, AA v € N(xzy) n N(yz), 
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所 以 a € N(x) C N(zy), N(yz), & zy,yr € M(a). Xit 
y € z,y€S. WX N(z)CN(y), diae Niz) f$ ac N(y) 
& y € M(a). 另 一 方面 , Wt x? € M(a), 则 a € N(z?) = N(z), 
Ait rcM(a) 综 上 所 证 M(a) 为 5 的 半 素 理想 

BIGSWEXSSBBHa:cI,XircM(a) WI (az) € p, 
即 (a, z) € o”, n € Zt, 存在 z1,22,- ,Zn.1 € S 使 得 


(a, zı), (21, 22),- tta (241,2) € g. 


由 (a,21) € o HE z? € Ia) CI, Mii mi € I; X (21,22) € c, 
如 此 类 — 得 zz € 7, Zrel 这 就 证 明了 M(a) 是 最 小 的 


2) 显然 M(ab) C M(a) n M(b). & zc M(a)N M(b), di 
定理 3.1.6, a € N(z),b E€ N (2), & ab € N(x), Bl z € M(ab). 
- . 口 

”推论 3.1.9 Ms := (M(a) |a € S), 在 Ms 上 定义 二 
元 运算 
M(a) * M(b) = M(ab), 


W (Ms,*) 关于 集合 包含 关系 C 是 一 个 序 半 群 且 为 半 格 , 进一步 
Hh. (Ms,*,C) BS 的 最 大 完全 半 格 同 态 像 . 


证 明 由 定理 3.1.8, (Ms, «, C) BRAH, ERA 
[:5 — Ms la 一 Mgfo)， 
则 了 为 序 半 群 5 到 序 半 群 Ms 的 满 同 态 映 射 


{(a,b) € S x S | f(a) = f(b)} 
{(a,b)€ Sx S| ae M(b) Abe M(a)} 
((a.b) € Sx S|be N(a) ^ae N(b)) 2 N. 


_ Kerf: 
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§2 阿 基 米 德 序 半 群 的 半 格 


定义 3.2.1 一 个 序 半 群 S 称 为 右 阿 基 米 德 的 (r-archimedean) 
nm 
(Va,b € S) (Am € Zt) b” € (a5), 


Ep (Va,b € S) (3m € Z+) U^ < az,z € S. M Big 3.5 
为 左 阿 基 米 德 的 (Larchimedean) 的 情形 。 S 称 为 阿 基 米 德 的 
{archimedean), 如 果 l | 


(Va,b € S) (3m € Zt) bm € (Sas). 


URS 既是 左 阿 基 米 德 又 是 右 阿 基 米 德 的 ， 称 5 为 双 阿 基 米 德 
的 (t-archimedean). S 的 一 个 序 子 半 群 T RAE ( 右 或 双 ) 阿 基 
米 德 的 如 果 T 作为 一 个 序 半 群 为 左 《 右 或 双 ) 阿 基 米 德 的 . 


”由 定义 我 们 不 难看 出 5 为 右 (Ze) 阿 基 米 德 的 必 为 阿 基 米 德 
序 半 群 . 本 节 我 们 主要 通过 一 个 定理 给 出 S 为 阿 基 米 德 序 子 半 群 
KER dS AE, Em. [25]. 


定理 3.2.2. 设 S 为 序 半 群 ， 则 下 列 备 款 等 价 : 

(1) S 是 S 的 序 子 阿 基 米 德 半 群 的 半 格 ， 

(2) (Va,b,c,d € S) (3n € Zt) (3x,y € S) (abed)^ < 
2(deba)y; 

(3) (Va,b € S) (a,b) € 7 => (a?, b") e r,m c Zt; 

(4) (Va, b € S) (a,b) € n => (a?,b) € 1; 

(87 Cn; 

(6) u — € & S E BIHECAC IS IRE BL u 的 每 个 同 余 类 是 阿 
EOK US THER, 

(7) S 为 阿 基 米 德 序 子 半 群 的 带 ; 

(8) (Va € S) N(a) = (be S | (b,a) e ny; 

(9) N 是 S 上 的 使 每 个 同 余 类 均 为 阿 基 米 德 序 子 半 群 的 最 大 
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半 格 同 余 ; 
(10) (Va,b € S) (Vk € Z+) (An € Z*) (ab)^ € (Sa* S]; 
(11) (Va,b € S) (An € Z+) (ab)" € (Sa?S); 
(12) (Va,b € S) (Vk € Zt) (3n € Z*) (ab)" € (SWF S]; 
(13) (Va,b € S) (3n € Zt) (ab^ € (SPS); 
(14) 设 4 为 5 的 理想 则 VA 也 为 5 的 理想 . 


证 明 (1) 一 >{2) #S= U Sas 即 存在 半 格 了 及 5 到 Y 
ac 


的 同 态 映 射 £818 od), Ya c Y 是 S 的 序 子 阿 基 米 德 半 群 . 
设 a,b, c, d € S, 则 


(abcd)ó = (ad) (bà) (có) (dà) = (dà) (cà) (bà) (a6), 


存在 o € Y 使 得 abcd,dcba € Sa. 因为 Sa 为 S 的 阿 基 米 德 子 
半 群 ， 故 存在 n € Z1+ 使 得 


(abcd)" < z(dcba)y, z,y € Sa € S. 


(2)—(3) # (a,b) € 7, Mb € way, z,y € S', 从 而 
b? < (bz)a(yb). & u = bz,v = yb, Ri 


bÊ < u(av)(ua)v. 
由 (2), 存在 n € ZT a 


[wu(av) (wa)v] < sv(ua)(av)ut, s,t € S, 


be" < (avuja (vut) => (a, 08^) ET. 


(3) 和 (4) 等 价 是 显然 的 . 


(3) 二 (5) 设 (a,b) € m (b,c) € m 则 存在 mn € Zt 使 
得 (a,b) € r, (bc) € r. it k € Zt 48 2^ > m, 重复 使 
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用 假设 (3), 则 存在 te Zt 使 得 (D c) er. 又 (a,b™) € 7, 
则 (a,b) = (a, b™ - 9-7") Er， 因为 了 是 可 传递 的 ， 从 而 
(a, cf) € r. B (a,c) € m. 


(5) 一 >(6) 因为 9 是 可 传递 的 ， 故 p = Um =n 从 而 


£ — pu. 由 定理 3.1.4, uS S 的 半 格 同 余 . 

设 Sa A S HE n 3€, WI Sa A SETER, Ba bE So, 
则 (a,b) enn, FE n € Zt 使 得 on € rby, z,y € S51, S 
出 一 | 

a?*? < (azx)b(ya). 

因为 (a, az) € n, (az,a) € n, 所 以 (az,a) € p, BA az € Sa, 同 
理 可 证 ya € So. 这 就 证 明了 at? E (S,bS,]. Wit ó X S 上 的 
半 格 同 余 且 每 个 5 类 是 阿 基 米 德 的 ， 设 (a,b) € 5, 即 b € (oa)5， 
存在 5,y,4,v ES 使 得 


b" < zay,a^ < ubv, 
& (a,b) € nm? = p. 
(6—(7) BR. 


(D=>(1) & S 为 序 子 阿 基 米 德 半 群 的 带 ， 即 存在 带 BR 
同 态 ¢:S—+ BER 66 18E 呈 为 阿 基 米 德 子 半 群 ， 因 为 任 
章 一 个 带 是 矩形 带 的 半 格 ， 即 存在 半 格 Y 及 同 态 Y: BOY 
使 得 oy lo c Y 为 矩形 带 . WE f—óov, WM fX S9 Y i 
HERH, RocY,abcof !, Ri 


(a$) = af = bf = (bo). 
ad, bó € ay 1. X o^! ABH, RNA 
ag = (ad) (b) (ad) = (aba)d. 
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由 此 推出 a,aba € (ag)g 1. 因为 (cg)g 为 阿 基 米 德 子 半 群 ， 
存在 
meZt, sy € (a6)9 caf“, 


使 得 
am < z(aba)y = (ra)b(ay). 


因为 (za}f = (zf)(af) =a-a= o? = a, 从 而 za € af, 同 
理 可 证 ya € af. ik a" € (af b(af ')), B aJ AS 
的 阿 基 米 德 子 半 群 . 

以 上 我 们 证 明了 (1) 至 (7) 是 等 价 的 . 

(5) 一 >(8) 由 于 9 是 可 传递 的 ， 所 以 o — m. HEE 3.1.6, 
得 


'N(a) = {b€ S | (b,a) € P} = (be S | (b,a) Enh. 


O0) 由 © ei 


N = {(a,b) ES x S|a € N(B) ^be N(a)} 
= {(a,b)€ SxS | (a,b) En A (ba) em 


= Ann =p. 


ik (a,b) € n, Wl a € N(b), 从 而 a? € N(b), & (a?,5b) € n. B 
(1) 至 (7) 等 价 得 出 4 为 S 的 使 每 个 n 同 余 类 均 为 阿 基 米 德 序 
子 半 群 的 最 大 半 格 同 余 . 


(9) 一 (5) 由 (1) £ (7) 等 价 ， {9)= 一 (5) BR. 
(1) 一 *(10) 设 S 为 其 序 阿 基 米 德 子 半 群 Sa 的 半 格 Y, 
Va,b € S, HH o, B € Y 使 得 & € So, b € Sg, 因此 ab, a*b € 
Sop. 因 Sag 为 阿 基 米 德 子 半 群 ， 所 以 存在 1n € Zt 使 得 
(ab)" € (Saa(a*b)Saa] C (Sa*S]. 


. 104 - 


(10)= (11) BR. 
(11)—4(1) & (a,b) € 7, 则 存在 x,y € 5! 18 b < way. 
Vm € Zt, b"*! < z(ayz)"ay. 


由 假设 ， 存 在 n € Zt 使 得 (ayr) € (Sa?5], & 


gn < z(ayz)"ay € (Sa?$], 


BN (a?,b"+1) € c, 由 (D) 5 (3) 等 价 得 出 S 是 序 阿 基 米 德 子 半 
群 的 半 格 . 


| ()— 02), 类 似 (1) (10) 得 出 . 
(12)—5 (13), 类 似 (10) — (11) 得 出 . 
(13)—5(1), 类 似 (11)—259 (1) 得 出 . 


二 (14) 设 4 为 5 HEB, ac VA b e S, WEE 
k € Zt 使 得 ak c A. 由 (1) 5 (10) Stt, 存在 m,n e Zt 使 得 
(ab^ € (Sa*S] C A, (ba)" € (Sa*S] C A, 因此 , ab,ba € VA. 
Xiba, dH b «a qi be A, Mm be A. 


(4)—(1) abe S AS A= (Sa25], 显然 4 为 8 的 
理想 且 aE VA. di (14), VA 为 S 的 理想 ， 则 ab, ba c V/A, 即 
FE nc Zt 使 得 (ab)" € (Sa?S]. 由 (11) 与 (1) 等 价 ， 得 (1) 
Bw. - 口 

本 节 的 最 后 我 们 给 出 一 个 阿 基 米 德 子 半 群 的 半 格 的 例子 . 

例 3.2.3 #S5= (i | ne Zt}, eM S Lm 


(Va,b € S) ab — b, 


BD S 为 右 零 半 群 , 则 5 关于 通常 序 关 系 构成 一 个 序 半 群 . ira bE 
S, (a,b) € n. Wa? — a, k (a,b) € n. 由 定理 3.2.2, S 为 序 阿 
基 米 德 半 群 的 半 格 . 


: 105 - 


g3 弱 可 换 的 序 半 群 


关于 弱 可 换 的 序 半 群 的 刻画 早 在 1987 年 左右 就 开始 讨论 ， 
去 过 起 初 人 们 关注 的 是 poe 半 群 ， 证 明 了 任何 弱 可 换 的 poe + 
群 一 定 是 它 的 阿 基 米 德 子 半 群 的 半 格 . 这 时 下 列 问题 就 提出 了 ， 
过 种 半 格 分 解 是 否 是 惟一 的 ? 弱 可 换 的 poe 半 群 分 解 的 阿 基 米 德 
eB BB EA pof 半 群 ， 即 包含 有 最 大 元 f HET EBERT 
这 些 问 题 均 已 经 在 1990 年 左右 被 解决 ( 详 见 [26 一 32] 等 ) . 这 项 
工作 后 来 发 展 为 不 要 最 大 元 &， 即 一 般 的 弱 哥 换 序 半 群 应 怎样 刻 
VI EE 这 就 涵盖 了 前 面 的 大 量 工作 . 


定义 3.3.1 ”一 个 序 半 群 S KARR (ABRE) 可 换 的 序 
i2 on 


(Va,b € S) (En € Zt) (ab)” € (bS] 
((ab)" € (Sal Be (ab)" € (bSa]). 


BS 是 可 换 的 ， 显 然 有 (zy)! = yzyz, 就 可 得 出 S ER 
Bi). RATER BG 3.2.3 H, 


但 (vres) j-r i= 5, 这 样 我 们 有 
+ li lyagi.,t 
Ores) (nez) z) £ z 3 
KS 不 是 弱 可 换 的 .又 因为 
(Ya,b € 3) (En € Zt) (ab)" = b" = b, (65] =S. 
故 5 为 左 弱 可 换 的 . 
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由 弱 可 换 的 定义 得 出 ， 5 为 弱 可 换 的 当 且 仅 当 S ZARA 
换 与 右 弱 可 换 的 . 


531 3.3.2 一 个 序 半 群 S 是 弱 可 换 的 当 且 仅 当 
(Va € S) N(z) = {y € S | z^ € (ySy],n € Zt}. 
证 明 必要 性 (rcs 
T := {y eS | 2” € (ySy],n€ Zt}. 


HA r? € (2Sz], FUOAT CS. 设 y,z ET, WHE nme 
Zt 使 得 r° < yay, z^ < zbz,a,b € S. ii z"* < ga(yzbz). 
AA Suum, FE RE Zt 使 得 


(ya(yzbz))* € ((yzbz)Sya] C (yzS], 


mut, 
gintmk e (ya(yzbz))* € (yzS]. 


类 似 地 ， 我 们 有 atm e (Syz]. 故 
| g^ mn € (ys S] CSyz] C (yzSyz], 

Ml yzeT. RwzeS B yze T, W 
a" € (yzSyz] C.(yS], z^ € ya,a € S. 


X S 是 弱 可 换 的 ， 故 存在 m c Zt, 使 得 (ya) € (aSy], 由 
a" < ya 得 


z"" < (ya)" € (aSy| —» z"" € (aSy], 
k 
mnt” € (yS|(aSy] C (ySy]. 
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由 此 推出 y c T, 同 理 得 出 z ET. HacTe >a, HE 
(aSa] C (cSd 可 得 cc T. 由 上 证 明 得 全 为 S IET RES c. 
RF HAR oH SMF, By eT, Ho" E (ySy] TR ye F, 
Bub T = N(z). 


充分 性 ByE S, AA ys ENfzog) FENEN 使 得 


(zy)" € ((yx)S(yx)] € (y521. 
L1 


定理 3.3.8 ”一 个 弱 可 换 的 序 半 群 S 是 阿 基 米 德 序 半 群 的 半 
格 ， 一 般 情况 下 分 解 不 是 惟一 的 . 但 5 是 惟一 的 阿 基 米 德 序 半 群 
的 完全 半 格 . 


证 明 i (a,b) € s, WEE uv € S 使 得 
b^ < uav = (ua)v = u(av),n € Z+. 
由 8 的 弱 可 换 得 ， 存 在 mike Zt 使 得 
y^ < ((ua)u)™ € (vSua] C (Sal, 
ork < (u(av))* € (avSu] C (aS], 


故 bentak c (Sa?S], B] (a?,b) € n. 由 定理 3.2.2, S 为 阿 基 米 
德 半 群 的 半 格 . Bot S 上 的 完全 半 格 同 余 且 (2), wz ES 是 
S 的 阿 基 米 德 子 半 群 ， 由 定理 3.2.2, M ES 满足 上 述 条 件 的 最 
大 的 半 格 同 余 ， 因此 o CN. 又 入 为 5 上 最 小 的 完全 半 格 同 
余 ， 故 A Co, 由 此 推出 =N. 


.至 于 一 般 情况 非 惟一 性 的 证 明 , 我 们 可 通过 以 下 反例 来 说 明 . 


83.84 E (Sj, X) 是 一 个 序 半 群 ，5 — (a bed f), X 
上 的 运算 和 序 关系 定义 如 下 : 
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<= {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (f. f). (d, b), (d, c)}. 
设 | 
一 {(a, a), (a, b), (a, e), (b, a), (b, b), (b, c), 
(c, a), (e b), (c, c), (d, d), Cf. f)}- 


W o1 为 S 上 的 半 格 同 余 . H d< b,db = b, (b)o, = {a,b,c}, 
(d)o, = (d), MA (db)o, # (d), Bl cl 不 是 3 上 的 完全 同 余 ， 
当然 o1 ÆN. B Yz € S, (z)o = {a,b,c}, 或 (d), 3 {Ff} » 
S 的 阿 基 米 德 子 半 群 . 


由 例 3.2.3 和 本 节 前 面 的 说 明 , 定理 3.3.3 的 道 是 不 成 立 的 ， 
即 设 S 为 阿 基 米 德 序 半 群 的 半 格 ， S 不 一 定 是 弱 可 换 的 ， 本 节 
以 下 部 分 我 们 主要 给 出 S 是 弱 可 换 的 刻画 . 


定理 3.3.5 WE $ 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 是 等 价 的 : 

1) S Rc sS TRES 

2)TC mp} 

3) u, 是 S 上 的 使 得 每 个 同 余 类 均 为 右 阿 基 米 德 子 半 群 的 最 
大 半 格 同 余 ; 

4) S 是 右 阿 基 米 德 半 群 的 半 格 ; 

5) (Va € S) N(a) = (be Si (ba) E me}; 

6) (Wa, b € S) (b, ab) € n»; 

(7) N 是 S 上 的 使 每 个 同 余 类 (z)w 均 为 右 阿 基 米 德 子 半 群 

的 最 大 半 格 同 余 . 


. 109 . 


证 明 1)— 2) 设 (a,b) € r, WEE uv € S ER< 
uav,n € Z*. 因为 S REBAR, Hu,av € S, FE me Zt 
使 得 (u(av))™ € (avSu] C (o5], Bp 5" € (a5], (a,b) € n». 


2)—53) it (a,b) € T, WFE u,v € S 使 得 5 < uav. BUB 
设 (a,b) € m, MEE n € Zt 使 得 如 c (a5], X. (a,uva) € r, 
故 (a uva) € nr, ZÆ k € Z* 使 得 (uva)* € (aS]. 由 此 推出 


t1 < (uav)**! = ua(vua)*v € ua(aS]v C (3a25]， 


BD (a2, b+!) e 7， 由 定理 3:22, p= nN 为 5 上 的 使 得 
每 个 同 余 类 (z), z € S 均 为 阿 基 米 德 子 半 群 的 最 大 的 半 格 同 
R. BR n. Cn, Xit (a,b) € m WHE k c Zt, zy c S! 
使 得 b < cay. H (a zay) € T 和 假设 ， 存 在 n c Z^ 使 得 
(ray) € aw, w € S!. & b^* < aw, 即 (a,b) em. 由 上 证 明 我 
们 得 出 | 
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ts n =A = p. 

设 4 为 3 的 一 个 疡 类 , 则 4 为 阿 基 米 德 子 半 群 . E a b € A, 
存在 EZ+, zy E A ee  < cay. 因为 (a, ray) €r, HB 
BE (a, cay) € ne, DEE w € S! 和 ne Z* 使 得 (zay)" < aw, 
从 而 

p** < a(wb). 


HF bti < a(wb)-1, (b, wb) € r Cn, 所 以 (b, wb) € qm! = 
p. 因为 (B), = A, 故 wb € A. 由 此 得 A 为 右 阿 基 米 德 的 . 


设 5 为 3 上 的 使 得 每 个 同 余 类 (z)s, x € S 均 为 右 阿 基 米 
德 子 半 群 的 S 的 半 格 同 余 ， 则 S 也 为 S 上 的 使 得 每 个 同 余 类 
(z),z € S 为 阿 基 米 德 子 半 群 的 S 的 半 格 同 余 . 由 定理 3.2.2， 
ó C p. 


3)—4) 显然 . 
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41) 设 5= M, So, Y 为 半 格 ， Sa S 的 右 阿 基 米 


MFE. Va, bes, p^ a € Y 使 得 ab,ba € Sa, 从 而 存在 
m € Zt 使 得 (objm < bax, z € So, ik (aby" € (bS], BI S X 
EI EE 


2) 一 >5) 由 2)—53), RNA » =m BS 为 阿 基 米 德 半 
群 的 半 格 ， 由 定理 3.22, 


(Va € S) N(a) = {bE S | (ba) En} = {b E€ S | (ba) € m}. 


5)=> 6) Va,b € S, RX ab € N(ab) 推出 bE N(ab), sik 
(b, ab) € nr- 


6)—1) Va,b € S 由 (bab) € x. 显然 得 出 S EARTH 
的 . 


2)— 7) 由 定理 3.2.2, 不 难看 出 NN = w= ps. 
O 793) 由 7) 显然 有 4), 因为 4) 与 2) Str, BEM. 
口 


由 定理 3.3.5 的 对 偶 定 理 , 可 得 出 S 为 右 弱 可 换 的 刻画 定理 ， 
进一步 地 我 们 有 下 列 弱 可 换 的 刻画 ， 证 明 类 似 上 定理 . 


定理 3.3.6 设 9 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 是 等 价 的 ， 

1) S 是 弱 可 换 的 ; 

2)7 € 9; 

3) 4 是 S 上 的 使 得 je 的 每 个 同 余 类 为 双 阿 基 米 德 的 序 子 
半 群 的 最 大 的 半 格 同 余 ， 

4) S 是 双 阿 基 米 德 半 群 的 半 格 ; 

5) (Va € S) N(a) = {b E S | (b,a) € my: 

6) (Va,b € S) (b, ab) € h, (b, ab) € m; 

DN = gm. 
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84 弱 右 阿 基 米 德 序 半 群 的 带 


在 第 二 节 中 我 们 已 经 知道 ， 一 个 序 半 群 是 阿 基 米 德 序 半 群 的 
半 格 当 且 仅 当 它 是 阿 基 米 德 序 半 群 的 带 ， 所 以 我 们 这 里 仅仅 讨论 
一 个 序 半 群 的 右 阿 基 米 德 序 半 群 的 带 分 解 问题 ， 这 个 问题 的 一 般 
情况 到 现在 为 止 并 没有 完全 解决 ， 但 是 我 们 可 以 给 出 一 个 序 半 群 
S 为 弱 右 阿 基 米 德 序 半 群 的 带 的 刻画 .主要 结果 来 自 [33]. 


定义 3.4.1 设 了 为 序 半 群 3 BT TOERL, T 称 为 是 弱 右 
阿 基 米 德 的 【weakly r-archimedean) 如 果 
(Va,b € T) (3m € Zt) (3s € S) b™ < as. 


等 价 地 ， Va.be T, 存在 me Zt 使 得 b elas]. 

显然 了 为 右 阿 基 米 德 的 ， 则 工 必 为 弱 右 阿 基 米 德 的 .反之 该 
结论 是 不 对 的 ， 我 们 有 以 下 反例 ， 

例 3.4.2 it S= {abcd}. E S EEXSIERIEX AI 
T: 


<= {(a, a}, (b, b), (c, c), (d, d), (b, a), (e, a), (d, a)). 
则 (S,-,<) 是 序 半 群 . AT = {b,c}, 则 工 为 S RPT 
A BUG KE, NX bSe-a=a,ce<b-a=a. 但 是 下 不 
是 右 阿 基 米 德 的 ， 事 实 上 ， 如 果 了 为 右 阿 基 米 德 的 ， 则 b,c E TT， 
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BE me“ MreeT HBO" zc. Hxc r= E 
bm 二 b < 之 6, 矛盾 . 

由 弱 阿 基 米 德 的 定义 及 已 知 在 一 般 半 群 理论 中 的 事实 ， 不 难 
看 出 


引 理 3.4.8. FOR S 的 一 个 序 子 半 群 了 为 弱 阿 基 米 德 的 
当 且 仅 当 
(Va,b € T) (a,b) € n On, 


引 理 3.4.4 设 S REGERE, 01,02 为 S 上 的 二 元 关系 . WR 
ol , 02 关于 S 的 运算 均 为 左 CR) 相 容 的 , 则 (01)” 和 (01902)" 
也 是 ， Yn E Zt. 


定理 3.4.5 设 S 是 序 半 群 ， 则 5S 是 弱 右 阿 基 米 德 序 子 半 群 
的 带 当 且 仅 当 S 满足 条 件 


(X) (vae S) (a, ye 81) (zay, za?y) € n. N n-). 
”证 阴 必要 性 GE S 存在 一 个 带 同 余 p, S/p- B 是 带 且 


S= J Sx, Sa = {2 E S | (x), = a} 
acB 


是 弱 右 阿 基 米 德 的 ， Zz,y € S1 Ra€S, 因为 p 为 带 同 余 ， 所 以 
(xay, za2y) € p. 因此 存在 a € B 使 得 zay, za?^y € So. 因为 Sa 
是 弱 右 阿 基 米 德 的 , 由 引 理 3.43, 我 们 有 (cay, ray) € v mz. 


充分 性 ” 设 S 满足 条 件 (*). 为 了 证 明 S 是 弱 右 阿 基 米 德 的 
带 ， 我 们 分 以 下 几 步 ; 

A) Va € 8, BR (a,a) E m NT. 
B) s, 是 传递 的 ， 事 实 上 ， 设 (a,b) € me, (b,c) € ne. 则 


(3m,n € Z*)(As1,82 € 91) b™ < ası, c” < baz. 
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由 假设 ， 
(bse, b7 a9) = (1bs2, 18732) € n. NN n... 


因此 (6752, b82) € mr. 即 存在 ml € Z* s3 € S! 使 得 (baz)ma < 
b35553. d en < 075553. 类 似 于 上 述 过 程 ,因为 (025283, b 55553) € 
Wr 站! RAFE kE Zt, seS! EA ch « bts. 由 归纳 法 ， 
BjEZ, 21 > m, 存在 kı € Zt, sı E 5S1 使 得 ci <b” s, 因 
此 

ch. < Un (pP 5) < a(s BP s). 


[;i (a, c) € n. 
Hi A) 和 B) 得 出 nO nz! 是 3 上 的 等 价 关系 ， 由 [35] 中 
的 性 质 5.13， | | 


p:={(a,b}€ Sx 8 | (Yz, y € S) (zay, zby) € n. ng zi) 


是 5 的 包含 在 mp; 站 mm-! 中 的 最 大 的 同 余 ， 显然 p 为 S 的 带 同 
£. , 

C) & S/p = B, a € B. ill p Æ S, :- {z € S | (z), — a) 
是 弱 右 阿 基 米 德 的 ， 事 实 上 ， Vab € S, 如 果 a,b € Sa, W 
(a,b) € p. 由 此 导出 (a,b) € m. Ono). 根据 引 理 3.4.3, Sa 是 9 
的 弱 右 阿 基 米 德 序 子 半 群 . 口 


定理 3.4.6 d 5S 为 序 半 群 且 设 
p= {(a,b)ESxS | (Yz,y € S’) (ray, xby) € n. On, |} 
是 5 上 的 同 余 ， 则 p 为 8 的 正则 同 余 ， 


证 明 根据 S 上 正则 同 余 的 定义 ( 见 第 二 章 ), 我 们 首先 在 商 
半 群 (5S/p, -) 上 引入 二 元 关系 


= {((z)o.(y)p) € S/P x S/p | (Jar € (2)p) (By € (y)p) 
(3m € Z*) (#1,y1) € (€ op)™}. 


: H4 


则 


1) (S/p,-,<) ERR. BEL, 
A) BA z < gpr, Yz € S, 我们 有 (rr) € op. 因此 


((z)o, (#)p) Ex. 
B) & (z), < (y)o; (up 3 (2), 那么 存在 
21,22 € (z)p Y1, Y2 € (y)p 
和 n,m E Z* 使 得 
(1,91) € (£ 0p)”, (yo, 22) € (S op)". 
因此 存在 | 
21,221; Zmi 01,902, * * Wm—1, Um (— Y1) € S, 
ER. 
g1 S APW Se L pui € < Amptm(= m1), (1) 
且 存 在 
(odiis bs aste 22) € S 
使 得 
y2 < zpw Xo Xixjpw; <-+-< z,ow,(=22), (2) 
由 (1), FE ke Zt, ses! 使 得 
(Vr,y € S!) (zziy)* € ayoys, 


即 (xyoy, szy) € nr. 我 们 仅仅 证 明 m = 2 时 这 一 结果 成 立 ， 
33 m> 3 时 我 们 可 以 用 类 似 的 方法 证 得 上 述 结果 成 立 ， 设 x = 
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2, (1) BA zi; € zpw € zopyi.. AW (21,01) € e, 我 们 有 
(zay ewy) Em nni, Yzy € S'. 那么 存在 hi € Zt 和 
s E S! 使 得 


(zzag) 和 < (zzyy)^ € rwys € 2z2ys1. 


因为 (za, w2) € p, 我 们 有 (zzogysl;zW38si) € MON 1. 因此 存 
ik koc Z+ 和 sz € S! 使 得 (zzoysi)'? < rwyysisa. &k 


(zziy) ^? < (rwys)? € ewoysise = zyiys1s2. 


因为 (91,92) € P, RATA (zyiys182, Ty2y5152) € Me N N7, W 
么 存在 kg € Zt 和 s3 € S! 使 得 (ryiysisa2) < vyoys15283, 
Bl (zziy)' < zysysis283. 4 k = kikeks, 5 = 818283, BA 
(zziy)* € zyays, Bl. (zyoy, erry) € nr, 

类 似 以 上 证 明 过 程 , 由 (2), 我 们 能 证 明 存 在 上 ESZ+ 和 re3l 
使 得 

(Vz,y € 81) (zyay) < gaiyr, 

即 (zziy,zyay) € n. , Yz, y € S1. 因此 (z219, zyay) € NNI}, 
即 (21,92) € p. 由 此 得 出 (z)o = (ri) = (yz)o = (y)e- 

Cy 3X (x)zbG)b-(), 那么 存在 z1 € (x), 
Y1: Yo € (Wes z€ (z) 和 mine Zt 使 得 


(21,31) € (€ op)", (yo, 21) € (€ op)”. 
那么 
(21, 21) € (€ og)" o po (€ op)”. 


因为 pep C p, 我 们 有 (21,21) € (€ op)". 因此 (z), 3 (z)p, 
即 < 是 传递 的 . 


D) & (x)p < (y)o, V(c)o € S/p. 那么 存在 x1 € (z)p, 
y € (y), Mme Zt 使 得 (21,41) € (€ op)”. Bo € A p 3 
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AS 上 的 关于 S 的 乘法 运算 是 相 容 的 二 元 关系 ， 由 引 理 3.4.4， 
我 们 有 


(er, y1) € (< o9)", (xe, yc) € (< op)”. 
BA ex, € (ex),,21¢ € (xe),, 所 以 


(cx), = (c)p(z)s < (ey)e = (Op pi 
(zc), = ()p(c)p = (yc)p = (y)p{c)p: 


2) 作 映 射 


p: S — 5/p | £ — (z)p. 


E z< y, H (z,y) €x op. 因此 (xz), < (y)p. t p Æ S 8| S/p 
BY [8] Ax BR f. 口 


由 定理 3.4.6, 我 们 显然 有 


推论 3.4.7 一 个 序 半 群 9 是 弱 右 阿 基 米 德 序 子 半 群 的 带 当 
且 仅 当 S 是 弱 右 阿 基 米 德 序 子 半 群 的 正则 带 . 

— BOER (S,-) 可 以 认为 是 赋予 平凡 序 <= {(2,y) |£ =y} 
HFE, RNA. 

推论 3.4.8 i$ S 为 半 群 ， 则 下 列 各 款 等 价 ; 

1) S 是 右 阿 基 米 德 序 半 群 的 带 ; 


2) S 是 弱 右 阿 基 米 德 序 半 群 的 带 ; 
3) (Vz,y € S!) (Va € S) (zay,za?^y) En, n; 5. 


证 明 ”由 定理 3.4.5 和 定理 3.4.6, 1) — 2) , 2) 一 > 3) 是 
显然 的 ，. 3)— 1) 可 参见 [34]. 口 

我 们 下 面 给 一 个 例子 . 

例 3.4.9 & S-[l|neZt)-(Lii p 赋予 S 通 
常 的 敢 法 及 序 关 系 ， S 为 一 个 序 半 群 . 
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(1) S 不 是 弱 右 阿 基 米 德 的 ， 因 为 
(Yn e Zt) (Vr € S) 121"£ $t 


(2) BA m nu i-(Sxs)u((1,1) 这 里 5 = S\{1}. 
Vac 5, 4 a = 1 Ht, BR (zay, saty) € nm; ^ , Vz,y € S; 
"aX 1B, WA (ray, zay) € $ x $1 Cm On). 由 定理 
3.45, S 是 S 的 弱 右 阿 基 米 德 序 子 半 群 的 带 ， 事 实 上 ， 


il 


p: ((a,b) € Sx S | (Vz,y € S')(way, zby) € m n!) 


= mom. 


因此 S/p = S1 U (1). 
(3) 在 S/p 上 我 们 定义 二 元 关系 


<:= {(S1, 51), (1), (19, (Si, {1}}. 
WW (S/p,., X) BRERA p: Si S/p | a — (a), 显然 是 
两 序 半 群 之 问 的 阅 态 映射 


在 这 节 的 最 后 ， 我 们 试图 讨论 什么 条 件 下 一 个 序 半 群 是 右 阿 
基 米 德 半 群 的 半 格 ， 到 现在 为 止 ， 我 们 仅仅 有 


定理 3.4.10 设 5 是 负 序 半 群 ， 那 么 S 是 右 阿 基 米 德 序 半 
群 的 带 当 且 仅 当 S 满足 条 件 (1). 


证 明 ”由 定理 3.4.5, 我 们 仅 需 证 明 充 分 性 . 设 S 满足 条 件 
(2), 由 定理 3.4.5, S 上 存在 带 同 余 


p= {(a,b) € Sx S | (Vz,y € S')(zay, zby) € n. nz! )- 


使 得 S 的 每 个 p 类 S,:—[reS|(zx)p-o,ocS/p-B) Æ 
38 fo E oK ECT. 
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设 a,b E€ Sa. Wi (a), 一 (b),, 从 而 (a?, b) € n. nag, 即 存 
d meZt,scS! 使 得 


b" < as = a(as). 


要 证 So 为 右 阿 基 米 德 的 ， 我 们 仅 需 证 as € S. 事实 上 ， 因 为 
(as, a?s) € Pr 所 以 


(Vz,y € S!) (zasy,za?sy) € n. NN.. 


那么 存在 m E Zt, sl € S! 使 得 (xa?sy)"! < zasys,. 由 此 推 
出 


(cb™y)™ < (za?sy)" < zasys;. 


故 
(zasy,2b™y) € np. (3) 


l 另 一 方面 ， 因 为 (a,b) € p, 从 而 (as,bms) € p, Hn 
(rasy, zb" sy) € n. n !, Vz,y € S1. 


HFE nE Zt, s€ S 使 得 (Taay)" < zb"syss. 因为 5 是 负 
序 的 ， 所 以 sy < y. & (zasy)" < rb™ysa, Bp 


(zasy, zb" y) € nz. (4) 


由 (3) 和 (4), 得 出 (as, b^) € p, 即 (b), = (b^), = (as)p， 
as € Sa, 定理 得 证 . 


85 ”正则 序 半 群 
正则 序 半 群 的 研究 我 们 可 以 追 潮 到 20 世纪 30 ER, m - 
诺 伊 曼 引 入 了 正则 环 的 概念 ， 之 后 ， 1956 年 Kovács 证 明 一 个 
环 是 正则 环 当 且 仅 当 对 环 R 的 每 个 右 理想 A 和 左 理想 B 满足 
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ANB = AB. [i4 léki 把 这 个 结论 推广 到 半 群 中 ， 同 时 证 明 
一 个 可 换 半 群 是 正则 的 当 且 仅 当 9 的 每 个 理想 是 短 等 的 . 这 也 开 
创 了 用 半 群 S 的 子 集 来 刻画 S 的 正则 性 以 及 其 他 一 些 性 质 的 先 
m. 1961 Æ, Calais 进一步 证 明了 一 个 半 群 S 是 正则 的 当 且 
仅 当 S 的 每 个 右 理 想 4 和 左 理 想 D ERAH AB Sq 
理想 ， 关 于 正则 半 群 的 刻画 S. Lajos 也 做 了 大 量 的 工作 ， 怎 样 把 
这 一 整套 思想 平移 到 序 半 群 中 来 ， 还 需要 做 些 概念 上 的 修正 ， 这 
自然 是 大 们 感 兴趣 的 问题 .Kehayopulu 首先 把 正则 (EA 
正则 ) 的 概念 引入 到 ve 半 群 [39, 通过 左 、 右 理想 元 和 拟 理想 元 
来 给 出 ve ER (或 称 带 最 大 元 的 格 序 半 群 ) AEU (AREN) 
的 刻画 ， 这 部 分 内 容 读者 可 参见 Kehayopulu 在 1980 年 前 后 的 
工作 ， 因 为 本 节 所 写 的 内 容 将 完全 取代 和 给 益 她 早期 的 工作 ， 这 
里 就 不 再 论述 了 . 1990 年 左右 人 们 考虑 poe 半 群 ， 刻 画 其 正则 
性 ， 本 节 将 尽量 考虑 一 般 的 序 半 群 . 


前 面 (第 一 章 ) 已 经 给 出 一 个 序 半 群 S 是 正则 的 定义 ， 即 
VA C 5, 4C(454], 等 价 于 ， Va € S,a € (aSal， 如 果 
S 为 poe ¥#, S 为 正则 的 当 且 仅 当 Va € S, a < aea. X 
ACS, 则 A 生成 的 左 理想 (A) = (AU SA], 4 生成 的 右 理想 
r(A) = (AU AS] . 下面 我 们 给 出 正则 序 半 群 的 刻画 ， 

定理 3.5.1 ”一 个 序 半 群 是 正则 的 当 且 仅 当 对 S 的 每 个 右 理 
想 A 和 每 个 左 理想 B, AN B C (AB), Sirie, ANB = (48]. 

AR DEE it AB 分 别 为 5 的 右 理 想 和 左 理想 ， 则 

ANB c ((An B)S(AN B) C (ASB} c (AB] 
c (AS]N(SB] C (4]n(B] = ANB. 


充分 性 设 ACS, RA 


r(A)i(A) € (r(4)(A)] = ((AU ASJ(AU SAT] 
= ((AUAS)(AUSA)] = (4? U ASA], 


m. 
a 
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A? c (A? U ASANA} C (A3 U ASA?] c (ASAI. 
因此 ， 
AC ((ASA] U ASA] = ((454]] = (ASA). 


MARA, RNA A. 


定理 3.5.2 ”一 个 序 半 群 S. 是 正则 的 当 且 仅 当 S 的 所 有 左 
理想 和 右 理想 均 为 宕 等 的 且 对 S 的 每 个 右 理想 A 和 每 个 左 理想 
B, (4B] 是 S 的 拟 理想 . 


证 明 ”必要 性 设 4 为 5 的 右 理 想 ，B 为 S 的 左 理想 ， 
因为 S 是 正则 的 ， 所 以 


A C (ASA] C (4"] C (AS] C (A) = A, 


Bp 4 = (43]. 同 理 可 证 B = (B?) 由 定理 3.5.1, 因为 ANB = 
(AB), 我 们 仅 需 证 明 ANB 为 5 的 拟 理想 即 可 ， 事 实 土 ， 


(AN B)SNS(ANB)C ASQ SB C An B. 

HitacAnB,S3bca,W bc ANB. 
充分 性 设 ACS,r(A) 为 S 的 右 理想 ， 由 假设 ， 
A: 


In 


r(A) € ((r(A))?] = (AU ASI(AU SA] . 
= (A? UASAU A?SU ASAS] C (AS], 


类 似 地 从 A C IA) 可 得 A C (SAI, 即 
| A C (AS]n (SA]. 
X (AS] fm (SA] 分 别 为 S 的 右 理想 和 左 理想 ， 由 假设 
(ASIN(SA] c (ASI?) n (SAP) € ((ASA]S] n (S(AS A]. 
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又 | 
(ASA] = ((AS]A] = ((AS"]A] = ((ASICS AT]. 


mo ((ASISA]] 为 S 的 拟 理 想 ， 故 (ASA] 为 S 的 拟 理 想 ， 因 
此 
((4S4] 引 mn(S(4S4]] C (ASA]. 


a AC (AS]n (SA] C (ASAI. o 


推论 3.5.3 RS AMR, WS 为 正则 的 当 且 仅 当 的 
每 个 理想 是 需 等 的 . 


证 明 和 外 上 定理 ， 我 们 仅仅 需 证 充分 性 . RA BAS 的 理 
想 ， 则 


ANB = ((An Bf] = (AN B(An B)] C (AB). 
口 


“推论 3.5.4 BS 为 正则 序 半 群 ， 则 5 的 拟 理想 和 双 理想 是 
一 致 的 . 


证 明 设 5 为 正则 的 ，B 为 5 的 双 理 想 , I] BSBCB 且 
B C (BSB), Att (BSB) = B. 又 因为 (BS],(SB] 分 别 为 S 的 
右 、 左 理想 ， 由 定理 3.5.1, 


(BSIN(SB] € ((BSI(SB] = (BS°B) 
l = (B(S?|B] = (BSB| = B. 
反之 ， 设 Q 为 拟 理 想 ， 因 为 
|. QSQ c QSn SQ c (QS|n (SQ| € Q, 
所 以 Q 是 双 理想 . | n 


ik 3.5.5 ”在 一 般 的 半 群 中 ， 包 含 0 的 可 换 正 则 半 群 不 包含 
非 零 的 土 零 元 ， 这 一 结论 对 序 半 群 也 成 立 ， 即 包 合 0 元 的 可 换 正 
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MEER S RARE dE MINCE. BEL, 设 aE S,a 关 0 且 
a^ —0. 显然 n> 1. BAS 为 正则 的 ， 存 在 CS 使 得 


a X ara = a?z € (aza)za = a?r? € ... < aa"! — 0. 


Rarod,ta=0.° 


定理 3.5.6 设 5 为 序 半 群 ，S 是 正则 的 当 且 仅 当 对 左 理想 
Ly, £2, L, 理想 I 和 双 理 想 B 有 BA Li N Lz c (BL, Lz], 等 价 
Hi, BOINLC (BIL. 


证 明 ORY it S 是 正则 的 且 ae BNN L, WHE 
TE S 使 得 


a<ara < (aza)z(aza) = (aza)(ra)(za) 


€ (BSB)(SLi)(SL2) € BLiLs. 
因此 ae (BL, Le). 
FOE WHS 的 任 一 双 理 想 B, 理想 1 和 左 理想 上 有 
BNINL CE (BIL). 
Haes, W 


a 


m 


B(a) n I(a) n L(a) € (B(a)1(a)L(a)] 
(B(a)SL(a)] € (B(a)L(a)] 

((a U aSa]|(a U Sal]  ((a UaSa)(a U Sa)] 
((a U Sa) (aU Sa)] = (a? U aSa]. 


n 


In 


HE t€a*UaSa 使 得 a «t. MR t — o?, W 
a € dà) — a.a < aja = aaa; 
in m t € aSa, lll a € (aSa], && S 为 正则 序 半 群 . 口 
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简化 点 ， 我 们 有 


定理 3.5.7 一 个 序 半 群 S 是 正则 的 当 且 仅 当 对 S 的 每 个 双 
理想 B 和 左 理想 L, 有 BNLC (BL. 


证 明 设 a€E BNL ASEM, W 
a € ara < (aza)ra € BSBSL C (BL, 
Bi Bn LC (BL). 
反之 ， 因 为 
a€ Bla) L(a) € (B(a)L(a)) = ((a U aSa)(a U Sa)], 
FR 3.5.6 HEA, BE. 口 


本 节 最 后 ， 我 们 举 两 个 例子 ， 


o H 3.5.8 i S= N, 则 5 关于 普通 乘法 和 序 关系 是 一 个 序 
+E, Ya € S, 因为 a S a?, Milf a S aaa, 因此 S 为 正则 的 . 


例 3.5.9 设 S= {1,3,4,---}, WS 关于 普通 乘法 及 大 小 
AREER. vres, 因为 i> iri = 342, 因此 S 不 是 正 
则 的 . - 


$6 AMIE NIRA 


ATHCMARENUEDRED LM E UL RE HRA LSE 
MAJ. BLATT PAT RA ENA A TE De Be 877491. 


”我 们 回忆 一 下 ， 序 半 群 S RAREN, wR 
(Vae S) (dz,yeSja< za?y, 


等 价 地 ， a € (Sa*S],VaeS MAC (SA?S|, VA C S. 
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定理 3.6.1 一 个 序 半 群 S 是 内 襄 正 则 的 当 且 仅 当 S 是 单 序 
半 群 的 半 格 ， 等 价 地 ，S 为 单 序 半 群 的 并 . 


证 明 必要 性 设 5 是 内 京 正则 的 序 半 群 ，A S 上 的 半 
MAR, BES 为 单 序 半 群 的 半 烙 ， 我 们 仅 需 证 Vr € S, (z)y 
是 S 的 单 序 子 半 群 即 可 . 


RIA (ew 的 理想 ， 要 证 (r)y 是 单 序 子 半 群 ， 仅 证 
| Vy € (z)w, ((z)wy(z)w] = (z)w 


或 证 了 == (Zz)w. 设 yE€ (z)x,z € I, W z € (ziw. 又 根据 定理 
1.3.5, 


te (25)N => (t25) EN = N(t) = N(25) > z € Nit) 
=> tE (Sz°S] C (Sz'S). 


it (z*)w € (Sz35]. R» y € (z)w = (z)w = (28), 所 以 
-y € (S228], 即 存在 a,b € S 使 得 y < az?b = (az)z(zb), 因为 


az€(az)v = (a)w(z)w = (a)u(y)w 
= (a)v(yaz?b)y = (gaz3)w 
= (yw = (ew, 
zbe(zbw = (e)w(bw = (WWW = (yaz bylby 


= (yaz"b)w = (y)w = (z)w, 
所 以 az, zb € (a), i y € (az)z(zb) € I, Aii y € I. 


充分 性 RS=U{S.|a€ VY}, Sa X S 的 单 序 子 半 群 . 
res, FEAECY EH rE S,. X (Sz?S|n S, 是 S, HE 
想 . 因为 Sa 为 单 的 ， 所 以 (Sz?S] N Sa = Se. 又 因为 2 € So: 
故 z € (Sz?5]. a 


Wo S EIER, 定义 S/o 上 的 二 元 关系 “-4” 


(z)o = (ule = (z)c = (ry)o, 
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则 (S/o,-,<) 是 一 个 序 半 群 .如果 (5/o, X) BERR, KSA 
c 类 的 链 . 


引 理 3.6.2 i S 为 序 半 群 ，S 是 内 襄 正 则 的 且 S 的 所 有 
理想 关于 集合 的 包含 关系 构成 链 当 且 仅 当 


(Vz,y € S) x € (8zyS] && y € (SuyS]. 


征明 ”根据 定理 1.1.8, 设 S ERWEE S 的 所 有 理 
Hugues, WIS 的 每 个 理想 是 素 的 .因为 (SzyS] AS 的 理想 
H ay? € (5zg 引 ， 所 以 z? € (SzyS] 或 y? € (SzyS], BI 
z € (SzyS] È y € (SzyS]. | 

RZ, BIAS 的 任 一 理想 ，a,bE 5S Habel. 由 假设 
a € (SabS] 或 bE (SabS], 从 而 a € 了 或 5E 了 I， 由 定理 1.1.8, 
S 是 内 里 正则 的 且 5 的 理想 关于 集合 包含 关系 构成 链 . 口 


” 定理 3.6.3 一 个 序 半 群 5 RANGOERIER S 的 理想 集 关 于 
集合 的 包含 关系 构成 链 当 且 仅 当 S 是 单 序 半 群 的 链 . 


证 明 Zot hE., S 为 单 半 和 群 的 半 格 ， 即 Ve E S, 
(z)w 为 S BARTER. (ow, (yw € S/N. 由 引 理 3.6.2， 
z E (SxyS] X y € (SzyS]. & x € (SzyS], FE zh e S 使 得 
z <zzyh. BA z € N(x), MA zzyh € N(x), Mili zy € N(x), 
S N(ry) C N(x). X c € N(zy), t&& N(x) € N(zy). 因此 ， 
N(zy) = N(x), Bh (z)y = (zy)w. (x)w < Gv. 类 似 地 ， 设 
y € (SzyS], 同上 可 证 (yw < (zjN， 


必要 性 设 o 为 S 的 半 格 同 余 ，Yz E sS, (t) 为 单 序 子 半 
群 且 (S/o,-) BE. HE 1.1.8, 我 们 仅 需 证 S 的 每 个 理想 是 
素 的 . IWS WH, abes Babel, W (ab NI 
H% (ab), 的 理想 . 因为 (ab)o 是 单 的 ， 所 以 (ab) NI = (ab)e, 
即 (ab), C I, X. (a)Je < (bo BK (b)o < (a)o, BI (a)o = (ab)o 
或 (b)e < (ab)o ,因此 a € (alo CI 或 be (Be C I. o 
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下 面 我 们 来 讨论 内 束 正 则 序 半 群 的 一 些 性 质 . 


命题 3.6.4 设 S 为 内 真正 则 序 半 群 ， 则 下 烈 各 款 成 立 : 
1) (Vz,y € S) (Srys] = (SyxS]; 
2) Æ ((z)y | re S) $n S 的 极 大 单 序 子 半 群 集 是 一 致 的 . 


证 明 1) 设 zyE 58， 


zy € (S(zy)^5] = (SzyzyS] € (S*yxS?] C (SyzS] 
= SzyS C S(SyzS]S € (S?yzS?| C (SyzS] 
= (SzyS] € ((SyzS]] = (Syz5]. 


对 称 地 ，(Syz5] C (SzyS]. 


2) 设 ze S, 由 定理 3.6.1, (z)y 为 S HARTER. i 
TOS S 的 单 序 子 半 群 且 了 2 (ew, Ry ET, 因为 (SzS]nT 
x T m. Bib (SzS]n T = T. Mit y € (SeS]. ms 
1.1.8,2 € N(y) lsh, Bi (SyS|NT ^ T 的 理想 ， 所 以 
zeTC(SyS) HH ye N(x). k y e (z)w. RZ, ETAS 
的 极 大 单 序 子 半 群 ， 设 z E T, 类 似 以 上 证 明 可 证 工 G (z)w. 从 
m T —(z)w. a 


命题 3.6.5 AMIE BUE SE ERI UE — B 4H ROS RC T SERE 
的 完全 半 格 . 一 般 情况 下 ， 它 的 单 序 半 群 半 格 分 解 是 不 惟一 的 . 


证 明 设 SAFER, o 是 9 上 的 完全 半 格 局 余 ， 使 得 
Vr € S, (£) 是 S 的 单 序 子 半 群 . 由 定理 2.1.7, V C o. 又 
设 (a,b) € o, 因为 (b); 为 S 的 序 子 半 群 且 a € (bja, 所 以 
(b), (a) x 0. AA I(a)n(b)s 为 (b) 的 理想 , 大 I(a)N(b), = 
(b)o, 因此 b € I(a). 对 称 地 ， 我 们 可 证 a € I(b). 综 上 所 证 ， 我 
们 有 I(a) = 了 (5), 8l (a,b) € J. 由 推论 1.3.6, (a,b) € THN, 
ik o ON, Aij o=N. 


该 命题 证 明 的 其 余部 分 我 们 仅 需 给 出 一 个 反例 就 可 以 了 . 
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例 3.6.6 i S= (obo dej, 其 上 的 乘法 运算 和 一 元 关系 
定义 如 下 ， 


<:= {(a, a), (a, e), (b, b), (b, e), (c, c), (d, b), (d, d), (d, e), (e, e)}. 


则 (S,-,) 是 一 个 序 半 群 且 S AAREMH, AW (Va € 5) 
(3z,y € S) a< ray. S 上 的 半 格 同 余 


= {(a, a), (a,b), (a, d), (a, e), (b, a), (b, b), (b, d), (b, e), 
(c, c), (d, a), (d, b), (d, d), (d, e), (e, a), (e, b), 
(e, d), (e. e))- 


S 上 的 二 元 关系 
= {(a, a), (a, b), (a,€), (b. a), (b, b), (b, e), (c. c). 
(d, d), (e, a), (e, 8), (e. e)) 


3X S 的 半 格 同 余 ， TN, B (ale = {abre} W {c} Bid} % 
S 的 单 序 子 半 群 


我 们 再 给 出 一 个 非 内 职 正 划 序 半 群 的 例子 ， 
例 3.6.7 i£ S — {a,b,c,4, f), 其 上 的 乘法 运算 和 二 元 关系 
定义 如 下 : 
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<; = ((a, a), (a, d), (b, b), (b, d), (c, a), (e, c), (e, d), 

| (e, f). (d, d) Cf, f)}- 
则 (S,-, €) 是 一 个 序 半 群 ， 但 S 不 是 内 豪 正则 的 ， 因 为 Yr, y € 
S, f. € zf^y. 

ATURE, WATS — 1 REB RE TE TUSCE AN TE DUI 
特征 . 

定理 3.6.8 ”一 个 序 半 群 S 既是 正则 又 是 内 豪 正 则 的 当 且 仅 
" 

| BnLC(BLB| (Bn RC (BRB]) 
这 里 BLA RES 的 任意 双 理 想 、 左 理想 和 右 理 想 . 

证 阴 必要 性 RBA SHUMHBM, LHS 的 左 理想 ， 
a€ BNI. AAS HEM, BETES 使 得 a 万 aza; 叉 SS 内 

MEW, FE yz ESER as yaz, 则 我 们 有 


a<aza < (aza)r(ara) < axazx(ya*z)xa 


Il 


(axa)(rya)(azza) 

E (BSB)(SL)(BSB) C BLB, 
因此 ac(BLB]. mR RA S HEBMA ae BNR, Wi 
. a<era < (ara)r(axa) < arfya2zjzaza 

= (azxya)(azz)(aza) 

€ (BSB)(RS)(BSB) C BRB, 
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因此 a € (BRB]. 
充分 性 wae S, i 


a€ Bia) = Bia)nS C (B(a)SB(a)] 
= (({aUaSa]S(aU aSa]] 
= (aSa], 
&k S 为 正则 的 . 


我 们 考察 Ra) 和 L(a), 因为 R(a) 也 为 双 理想 ， 由 假设 


m 


R(a) n L(a) € (R(a)L(a) R(a)] 
(SL(a)R(a)] € (L(a) R(a)] 
((a U Sa|(a U aS] = (a? U Sa? U a? S U Sa? 5]. 


E 


If 


Mla € tte a? U Sa? U a?S U Sa’S. WE t = d, BR 
a X a? < aaa € Sa?S, 从 而 a € (Sa?S]|; mH t € Sa, 
JW a € (Se?] C (S(Sa?|a] C (Sa2S]; 如 果 t € aS, ABA 
a€(Sa?S]; tii t € Sa?9, 显然 有 ae (Sa?S]. ik S HARE 
则 的 ， 


现在 假设 RO B C (BRB, 出 
a € Bla) = $n B(a) C (B(a)SB(a)], 
S RENN. X L(a) 为 双 理 想 ， 同 上 情形 ， 
a € R(a) n L(a) C (L(a)R(a)L(a)] € (L(a)R(a)], 
TEES JREANGENUM. — o 


定理 3.6.9 设 SAFER, B,Q, LA RANA Sm 
理想 ， 拟 理想 、 左 理想 和 右 理想 ， 则 下 列 各 款 是 等 价 的 ， 
1) S 是 正则 和 内 车 正则 的 ; 
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2) BNQ c (BQB]; 

3) BOL C (BLB); 

4) BOR C (BRB|; 

5) BNQ € (QBQ); 

6) Ln QC (QLQ]|; 

7) Rn Q C (QRQ). 

证 明 . 1) 二 > 2) 和 5) 8 S ERRARE IE DUEÉS, a€ BNQ, 
存在 vc,9,2 € S 使 得 a < aza,a € ya?z. W 

|^ a (aza)z(ara) < az(ya?z)z(ya? z)z 

(azya)(azzya)(azza) 


(BSB)(QS n SQ)(BSB) C BQB, 


m IA I^ 


又 从 
a £ (azya) (azzya)(azza) 
e (Q$8n5Q)(BSB)((Q5n3Q) € QBQ 
可 推出 ae (BQB], a € (QBQ]. 
6) — 1) Va € S, H 
a € Qla) - $n Q(o) C (Q(a)SQ(a)] = (aSa), 
a € L(a)nR(a) C (R(a)L(a)R(a)] = (Sa?5]. 
该 定理 的 其 他 证 明 可 类 似 以 上 证 明 过 程 给 出 ， 这 里 略 去 . 口 
通过 以 上 的 证 明 ， 该 节 的 有 关 定 理 中 ， BR, L,Q n D way 
以 用 B(a), R(a), L(a), Q(a) f I(a) KER. 
| 87 单 序 半 群 的 半 格 


上 上 节 我们 知道 ， 一 个 序 半 群 8 是 单 序 半 群 的 半 格 当 且 仅 当 S 
是 内 襄 正 则 的 . 本 节 给 出 单 序 半 群 半 格 的 详细 阐述 ,同时 考虑 poe 
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半 群 的 有 关 情 况 ， 更 主要 地 ， 我 们 准备 把 单 序 半 群 半 格 推广 到 En 
单 序 半 群 的 半 格 . 


ZA 3.7.1 设 S 为 序 半 和 群 ， 则 下 列 各 款 是 等 价 的 : 
(1) S 是 单 序 半 群 的 半 格 ; 

(2) S 的 每 个 理想 是 半 素 的 ， 

(3) (Vz,y € S) I(zy) = I(x) n H(y); 

(4) (Ve € S) z€ I(z?); 

(5) S ÆA AE N 

(6) N =J; 

(T) (Yz € S) N(z) {y € S| z € SyS}; 

(8 对 S 的 每 个 理想 7, 了 =【j(z)w | ze} 

(9) (Vr € S) (z)w 是 S 的 单 序 子 半 群 . | 


WEBB ”根据 上 节 的 定理 3.601 以 及 以 前 的 定理 1.3.5, 推论 
1.8.6 及 其 证 明 ， 我 们 有 (1) e (5)e (6) 全 (7) > (9). 
e (5 (2) RIA S 的 理想 且 cI 因为 S BARE 
的 , 则 Zz € (Sz2S] CT, WB rel. 

(2) — (3) REH 1.1.8 HEH. 

(3)- 一 (4) BR. 

(25 (5) Hee S, BH z € I(x), 所 以 

z € (z?USz?Uz^SU Sz?S]. 


FE t € r? U Sr? Urs USS frt 当 t = 2, 
W z < z? < zte Sz5,Wtze(Sz?S] 4 tE Sz?, w 
z E (52?] C (S(Sz?](Sz?]]| C (5225); I] 84 t € z28 时 也 有 
z E(Sz29]; 显然 t€ Sz?S, 有 x € (Sz?S]. 

(6)— (8) 设 了 为 S 的 理想 ， 显 然 


Ic {ew [rel Wye lew | > € ZH}, 
WHE cel #Bye (ey. 因为 W =I, H (ew = (yy, 得 
T(x) = I(y), 从 而 y € I(z) C I. 
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(8) = (6) BiXI-U((wIzelnhiigzenusS 
在 z E 了 使 得 2? € (z)w, 因此 (z)y = (27)w = (zy. f 
z € (z)y € I. HERH I XEM. AA (6) 和 (2) 等 价 ， 所 
以 (8) — (6) mr. o 

推论 3.7.2 it S X poe 4H, 则 9 是 单 序 半 和 群 的 半 格 当 
且 仅 当 (Ve ES) exe 是 (zx) 中 的 最 大 元 . 


证 明 ”必要 性 Yre Sec N(x), 从 而 exe € N(z), X 
r € N(ere), & exe € (z)w. 由 定理 3.7.1, 


| N(z) = {y € S| z € (SyS]} = {y € S| z < eye}. 


Vy € (z)y, M x € N(y), 因此 y < exe. 


充分 性 i (a,b) EN, 因为 a € (a)w = (bw A ebe 是 
(bar 的 最 大 元 , 则 a < ebe, 从 而 a € I(b). 对 称 地 , 从 b € (a) 
我 们 得 出 bE Ia). 由 Ha) C rb 和 I(b) C I(a) 我 们 得 出 
(a,b) € J. RZ, Wt (a,b) € J, WM a € I(b) B be F(a). di 
a € I(b) Biha € b m a X eb B a X be BE a € ebe. AH 
a € N(a), 所 以 bE N(a). di be I(a) 同 理 推出 ae N(b). H 
此 (a,b) E N, BUA = J. HEM 3.7.1, S 为 单 序 半 群 的 半 格 . 


a 


推论 3.7.3 ”一 个 poe 半 群 是 内 察 正则 的 当 且 仅 当 Ve € S, 
(zjw 是 S HAREN poe FER. 


证 明 ”必要 性 ”由 定理 3.7.1 及 推论 3.7.2, Vm € S, exe 为 
(z)y 的 最 大 元 ， Vy € (z)w, 
"y < eye < e(ey^eY(ey?e)e < ey*ey"e € ey(ey^e)eyle 
€ eyeyleye < e(exe)ey"e(exeje € (exe)y (exe). 
所 以 (zjw REALE if. 
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充分 性 WresSfiE(z)w 的 最 大 元 ， 因为 ze(z)w B 
(z)w 是 内 豪 正 则 的 ， 我 们 有 | 


z < fa^ f < exe, 
W z € (S225). o 


Hit 3.7.4 设 S 为 poe “FH, W S 是 单 序 半 群 的 半 格 当 
Hf S 是 单 的 poe 半 群 的 半 格 . 


下 面 我 们 将 单 序 半 群 的 概念 进一步 推广 ， 设 5 为 序 半 群 ， 
aé S, id 

Jala) = (x € £ | (a,z) em" n € Z+. 
我 们 定义 S 上 的 二 元 关系 


En : (a, b) € én <=> Jala) = Jn(b). 


我 们 有 下 面 结论 ， 


引 理 3.7.5 设 S 是 序 半 群 ，n E Zt, 则 下 列 各 款 成 立 : 
(1) én & S 上 的 等 价 关 系 ; 

(2) En € g^ NA (qq) 

(3) J=7N7 I Ch CHC: C&C én © ESM. 


证 明 (1) 和 (2) BR, RANE (3. Habe SA 
(a, b) € TF, 则 I(a) 一 I(b), 存在 2,9,u,U € si 使 得 a < ubv, 
b € say. i c € Ji(a), W (a,c) € m, PEE ke Z^, stes 
使 得 c* « sat, 因此 


c* < s(ubv)t = (au)b(vt), 


fk (b,c) € , Bl c € JA (b), Aii Jala) C Ju (b). 对 称 地 ， 我 们 可 
证 Ji(b) C Ji (a), 因此 (a,b) € &y, A J C &. 


(13 


i (a,b) € En, BM Jala) = Jalb). i x € Jntila), W 
(a,x) € nt], 即 存在 z E S 使 得 (a,z) € m, ()em B 
(a, z) En” 可 得 z € J,(a) = Ja(b), Bb, 2) € g^. X(zz)€m 
故 (b, x) € p. RNA z € Jn+ild), Jnr (a) c Jn+i(d) 成 
立 . 对 称 地 我 们 有 Jn+1(b) c Jn (2), 因此 En c En+1- 设 
(a,b) € En, N] a € Jn(b), b € Jn(a), BP (a,b) € ^n (0), 
此 由 推论 3.1.7, 

En Cn” necu p)i-t-MN. 
kcz-^ 
口 


一 个 序 半 群 S HAG, Bi, MREH 5 x S. 特别 地 ， S 

为 .7 单 的 当 且 仅 当 S 为 单 序 半 群 . Sn=lht, SAG BIN 

A B^ S 为 阿 基 米 德 序 半 群 . 这 两 类 序 半 群 的 半 格 我 们 在 前 面 
HEHH. 下面 我 们 刻画 En 单 序 半 群 的 半 格 . 


.定理 3.7.6 设 S 为 序 半 群 旦 m € 2+,， 则 下 列 命题 是 等 价 
的 ; 
(1) S 是 En 单 序 半 群 的 完全 半 格 ， 
(2) (Ya,b € S) (a,b) € m" => (a?,b) € 9"; 
= (3) m^ AS mum; 
(4) (Va € S) Jala) X; S 的 理想 ， 
(5) (Va,b € S) Jalab) = Jala) n Jalb) ; 
(6) (Va,b,ce S) (a,c) € n”, (b,c) E m" => (ab,c) E€ n”; 
(7) S WE En 类 为 S 的 子 序 半 群 ; 
(8) (Va € S) (a,a7) € En ; 
(9) (va € S) N(a) = ize § | (x,a) € 7°} ; 
(10) & = g^ (n^)! 是 S 的 惟一 的 使 得 每 个 En 类 均 为 6 
“ 单 半 群 的 完全 半 格 同 余 ， 


证 明 (1) 一 > (2) 设 S A in 单 序 半 群 Sa 的 完全 半 格 Y, 
MS = Upey Sa. tabe S 使 得 (a,b) En”. HH o B EY 


: 135 - 


使 得 a € Sz, b € Sg. 由 引 理 3.1.5, 我 们 有 B <a. X E, F 
在 
Q1 € Saz» a5 € Sag: Uta) € Sani 


使 得 
(a, ol) EN, (a1, 02) €n-- 1 (Qn—1, b) € m. 


由 引 理 3.1.5, 


ÊP Z Qn-1 £ Ong S++ Say <a, 


从 而 «X a, W 8 = of, 因此 ab € Sg. WH Sg X fn # 
的 ， 我 们 有 b E Jalb) = (ab) 在 Sp 中 成 立 ， 因 此 在 S 中 
(a?b,b) € n". HA (ab, c)emce S, D (a2,c) € n, ik 
(a,b) € n^ 得 出 (a?,5) € n. 


(2) (3) Bik 9^ 是 拟 序 , 仅 需 证 m^ 是 传递 的 . 设 (a,b) € 
ant) ,存在 c € S 使 得 (a,c) € m (cb) En”. HRB, BH 
(cb) € v", 从 而 有 (c*,b) e m", Vk e Zt. 事实 上 ， Vk E Zt, 
存在 me Zt 使 得 2m < k < 2, 因为 (27b) emm 
(c - 275,5) e g^, d (1)— (2) 的 证 明 ， (55) em. x 
BA (ac)en FE KE Zt 98 c € (SaS]. m (cb) em, 
M n=1 t}, FE m c Zt (iig b" e (Sc*S| C (SaS], 从 而 
(a,b) € 9, BB 2 C q. 34 n2 1H, Edes eB (c*, d) En, 
(d,b) € n°71, 类 似 上 述 证 明 , 我 们 有 (a, d) € n, 因此 (a, b) € q^, 
即 9^*! C g^, 因此 (°)? C v^, 证 得 0^ 是 可 传递 的 . 

(3)=>(4) 如 果 g^ X RUT, Wm" 是 可 传递 的 Yk E Zt 
Hk > n, 则 存在 m E Zt 使 得 (m- Dn <k « mn, nF = 
qm Dn . ne (mn CDr. g^. m5 k (m — 1)jn « n. A 
此 ø= kez+ n* = n^. 由 定理 3.1.8 


. {2 E€ S | (e,z) € p} = {z E€ S | (a, £) € n°} 
= M(a). 


Jn(a) 
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(4)==>(5) ik a € S, HA m^ C p, && Jla) € Mla). X 
wre SA x? € Jala), B (az?) € m^. men = 1, Hf 
(a,z?) € n, 因此 (a, z) € n. 由 Jala) MEM, x € Jn(a). 
WE n > 1, 存在 c € 5 使 得 (a,c) Ent, (oren B 
(cz?) En, 同上 证 明 我 们 有 (cr) € n, Ale (a, m) € g^, tB 
z € J(a) 综 上 所 述 Jala) 是 半 素 的 ， 又 由 假设 Ju(o) 是 半 素 
理想 . 根据 M(a) 的 极 小 性 得 J,(a) = M(a). 由 定理 3.1.8 得 
Jalab) = Jala) N Jalb). 


(5)=>(6), (6) —(7) & (7)— (8) 均 为 显然 的 . 


(8)— (2) i (a,b) € m^, MI b € J, (a). 因为 (a, o?) € &, 
BibL b € Jalat), BE (a2, b) € m". 


根据 上 面 的 证 明 ， 我 们 已 经 有 (2) 至 (8) 是 等 价 的 . 
(3)=>(9) hin” 是 传递 的 ， 则 p — n". 根据 定理 3.1.6 


(a) = {z€ S | (z,a) € p} = {z € S | (2,0) € n"}. 
(9)—(10) 由 引 理 3.7.5, 我 们 有 
& Cm n(n") Eponp =EN. 


另 一 方面 ， 设 (a,b) € N, IM N(a) = N(b). Hx € Jala), 则 
(a,z) € n". HB a € N(x), 所 以 be N(b) = N(a) € N(z), 
即 (bz) € m^, £ € Jn (b). 因此 Ja (a) C Ja(b). 类 似 地 我 们 可 以 
得 出 Jalb) C Ju (a), && (a,b) € £y. X di En CM HEN = £s. 


前 章 已 证 Af 是 最 小 的 完全 半 格 同 余 . HAW 6. 同 余 类 ， 
设 总 为 4 上 二 元 关系 ， 定 义 如 下 ， 


(Va, b € A) (a,b) € En € Jala) = Jalb), 
这 里 J(e) = {y € A | (zy) ET} E 
T= {(z,y) € Ax A| y” < uzv, m € Zt, u,v € A}. 
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i V(a,b) € Ax A, ll (a, b) € En, Bil Jala) = J,(d). 由 引 理 
3.1.5 , Jn(z) = J«(z), Vz € A. 故 (a,b) € En, AE En S x S. 


设 7 为 完全 半 格 同 余 且 S 的 每 个 六 类 是 总 单 的 , 设 (a b) € 
v, À Xj ne BH a,b € A. dE À rb (a,b) € En, Bp (a,b) € ^, 
(ba) c ^ 在 A PRY. 因此 在 S 中 也 有 以 上 类 似 结论 成 立 ， 
RE (a,b) € $^, (ba) En”. RAT (a,b) em" n (qm)? = Gn, ik 
T= Ey. 


(10)—(1) BK. 
88 序 半 群 的 完全 正 删 性 


一 个 半 群 S 如 果 是 正则 的 ， 同 时 也 为 左 正则 和 右 正 则 的 ， 称 
S 是 完全 正则 的 , Sirk, (Vac S) Gr E S) a = ara, az = za. 
当 我 们 将 这 一 概念 推广 到 序 半 群 S 时 091, pepe Tr ipa, 
完全 正则 性 与 强 正则 性 . 称 一 个 序 半 群 5 是 完全 正则 的 ， 如 果 S 
是 正则 的 ， 且 为 左 正则 和 右 正则 的 .3 称 为 是 强 正则 的 ， 如 果 
(Va € S) (3z € S) a < ara, as = za. 本 节 我 们 主要 讨论 序 半 群 
的 完全 正则 性 ， 强 正则 性 和 拟 完 全 正则 性 . 


我 们 已 经 知道 ,一 个 序 半 群 S 的 子 半 群 人 为 正则 的 如 果 ae 
(aTa], Va € T; T HA (A) 正则 的 如 果 
a € (Ta?] (a € (à?T]), Vac T; 


T 为 内 宗正 划 的 如 果 a € (Ta2T], Va c T. T 称 为 是 拟 完全 正 
HMw a E€ (aTaT| Rac (TaTa], Va € T. 不 难看 出 全 如 
果 是 正则 的 (ZEW, HEM), 必 有 T 是 拟 完全 正则 的 . 

例 3.8.1 i$ S ={a,b,c,d, f], 其 上 的 乘法 运算 和 二 元 关系 
gg XT: 
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< = {(a,a), (a, c), (a, d), (a, f), (b, b), (b, c), (b, d), 
(b, f). (ce), (c d), (e, f), (d. d), CF. F)}- 
则 ($,., €) 是 一 个 序 半 群 . yz € S, x € 2S. 又 当 z # a 
Ht, c= a? € 2SxS,z € (z5Sz9]. 4x —dm, di = S, 
dSdS = S? = S, i d e (dSdS]. 由 上 推导 得 出 3 是 拟 完全 正 
则 的 . 


定理 3.8.23 设 S 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 是 等 价 的 : 
1) 9 是 完全 正则 的 ; | 
2) (Va € S) a € (a?Sa?]; 
(3) S 的 每 个 拟 理想 是 完全 正则 半 群 ; 
4) S 的 每 个 双 理 想 是 半 素 的 . 


证 明 1)—2) 设 S 为 完全 正则 的 ， 则 S 为 正则 的 、 左 正则 
MEHENG, Bn 


(Va € S) a € (aSal € ((a2S]|S(Sa^l] C (a? Sa?). 


2)—3) 设 @ 为 5 的 拟 理 想 ， 因 为 


| Qc Qsn SQ EQ, 
所 以 QUA S 的 子 半 群 。 Va € Q, 因为 Sa CQ, 由 假设 ， 


a € (a? Sa’) C (a(aSa]a] € (aQa]. 
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MAA 
a° Sa? Sa = a(aSa)(aSa) C QQQ C Q, 


aSa’ Sa? = (aSa)(aSa)a C QQQ CQ, 
所 以 
a € (a*Sa*] C (a? S(a?Sa?]a] C ((a?Sa?Sa)a?] C (Qa?], 
a € (a?Sa?] C (a(a? Sa?|Sa?] C (a? (aSa?Sa?)]. 
因此 Q 是 正则 、 左 正则 和 右 正则 的 . 


3)1—4) BASES 的 拟 理 想 ， 所 以 S 为 完全 正则 的 d 
BA S 的 双 理 想 且 a? € B, nil 


a € (aSaj C ((a^S]S(Sa?]] C (a25a21. 
因为 (a?Sa?] C (BSB| C B, BibL a c B. 

4)—2) hac S, (a?Sa?] 是 S 的 双 理 想 因为 (fa4j2 € 
(a2Sa?], 必 有 a4 € (Sa). Big XCBUAB SEE IO, HH UE LU 
a € (a?Sa?]. 

2)1—5 1) Bia € (a?8a?], 显然 得 出 ae € (aSa], a € us 
fll a € (Sa?]. 

定理 3.8.3 一 个 序 半 群 是 拟 完 全 正则 的 当 且 仅 当 S 的 每 个 
理想 是 拟 完 全 正则 = 揭 . 


证 明 RI RS HBR, Vac I, m 


a€(aSaS] € ((aSaS]S(aSaS]S]] C (a(SaS]a(SaS]] 
C (alal], 


a € (SaSa] (S(aSaS|S(aSaS]] C ((SaS]a(SaS]a] 


s 
GE (Iala]. 


Rt 了 是 拟 完全 正则 的 . 
反之 是 显然 的 . H 


从 上 定理 我 们 看 出 拟 完全 正则 对 理想 有 遗传 性 ， 完 全 正则 性 
对 拟 理想 有 遗传 性 .我 们 不 难看 出 正则 性 ( 左 正则 性 ， 右 正则 性 ) 
对 理想 ( 左 理想 ， 右 理想 ) 均 有 遗传 性 . 


定理 3.8.4 设 S 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 是 等 价 的 

1) S 是 强 正则 的 ; 

2) (Vae 3) (3y € S) a < aya, y < yay, ay = ya; 

3) S 的 每 个 和 类 是 强 正 则 的 ; 

4) 5 的 每 个 左 理想 工 和 右 理想 R 是 半 素 的 ， R(LR]& S 
的 强 正则 子 半 群 ， 

5) SHEE, FEMA (SaS] 是 S 的 强 正则 子 半 群 ， 
Vae S; 

6) (Va € S) (Bea € Sa S) ea € el,0 € ea,a € ae, H 
(Se,S] && S 的 强 正则 子 半 群 ; 

7) (Va € S) (Se, € Sa?8) a € eaa, a S ae, H (Se,S] 是 
S 的 强 正 则 子 半 群 ; 

8) (va € S) a € (Sal (aS] E (SaS| 是 S 的 强 正 则 子 半 
Re - 


证 明 1) — 2) 设 ace3, 存 在 zeES 使 得 Ga<ara 且 
ar = ra. WA a X axa € (aza)zo = a(raz)a. W y = raz, 我 
们 有 

a < aga; 

y = zar € z(ara)z 一 (zazjaz = yar < y(aza)z = yay; 


ay = a(zaz) = (xa)(za) = (zazja = ya. 


| 2)—3) 设 bE 5, 因 为 和 为 S 上 的 半 格 同 余 . Ba € (b)N， 
由 2) 存在 x CS 使 得 a < ara, z < rar H az 二 Xa， 因为 
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a € N(a), 所 以 aza € N(a), x € N(a) 和 N(z) C N(a). X 
zar > z, 所 以 rar € N(z),a € N(x) fü N(a) C N(z), 因此 
z € (r)y = (a)y = (b). 


3)—4) 设 卫 为 SHERE, WEL. 因为 a€ (aw A 
(mw 是 强 正 则 的 ， 存 在 z € (a)y 使 得 a < ara H za — az. H 
此 我 们 有 


a € (ez)a=(za)a=2za?e€SLCOCL=>a€L. 


MATE S 的 任 一 右 理想 R 是 半 素 的 . 设 a,b € (LR) We 
在 ny2 € L, zy,z3 € RB a < yitib < yore, At 
ab < yyziyaza. 因为 (V21)y2 € L, 所 以 ab € (LR). 

设 a € (LR), 则 存在 z € (LR) 使 得 a € ara, za = az. 3 
X b. Rae (a)w, 因为 (a) RENK, E tE (a) 使 
fi a < ata,at = ta. 又 因为 ae (LR), FH y CL, ceR EB 
a < yz. 因此 tat < tyzt. WH ty € L,xt € R, Bibl tat € (LR). 
进一步 地 l 

| a € ata < at(ata) = a(tat), 
H 
a(tat) = (at)(at) = (ta)(ta) = (tat)a. 


4)—5) a € S, AA (Se) 是 S 的 左 理想 ， 由 假设 
(Sa?] 是 半 素 的 ， 所 以 从 at € (Sa?] 可 得 a? € (Sa?], 进一步 地 
a E (Sa?]. 同 理 从 (a25] 是 S 的 右 理想 得 出 ae (a?5], SB 
左 、 右 正则 的 ， 故 


SaS C S(Sa"|S = (S](Sa?](5] C (S?a?S] C (Sa25] 
C ((Sa](eS]], 
(SaloS] = ((Sa)(aS)] = (Sa?s] C (Sas. 


由 上 二 式 得 出 (SaS] = ((Sal(aS]]. 因为 (Sal, (aS] 4325 S 的 
左 、 右 理想 ， 由 假设 (8c5] 为 强 正则 的 . 
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5)—> 6) Hac S, HH ae (Sa’] Hae (a25], 所 以 存在 
zy E S Eas zo?,a < a?y. 记 ea = ra?y, 则 ea € Sa?S 
R 
ea = za^yzaay < z(a!y)(za?)y 
= (za?y)(za?y) = ese, = e2， 
a € za? = zaa € z(a^y)a = (za?y)a = eaa, 


a € a'y = aay = a(za?y) = Ges. 
由 假设 ， (SeaS] 是 强 正则 子 半 群 
6) 一 >7) 显然 . 


7)8) dac S, i T), HE e, € Sa?5 使 得 ea < esa, 
a € ae, H (Se,S] 是 强 正 则 的 .因为 a < esa € Sa, 我 们 有 
a € (Sa). A a < aea 可 得 a E (aS). iit a € (Sa]n(aS]. X 
` 因为 . 
SaS C S(Se4]S = (SY(Se4(S] € (S*ea5] E (SesS], 


Bibl (SaS] C (SeaS]. 另 一 方面 ，ea € (So?S] C (SaS), 故 
(SeaS} € (SaS], 故 (SaS] = (SeaS]， 由 假设 (SaS) 是 强 正则 
的 . 


8)—1) HacS,AAGE (Saln(aS], 我 人 有 a € (aS) € 
((Sa]S| = (SaS]. x (SaS] 是 强 正则 的 ， 存 在 2 € (SaS] CS 
口 


使 得 a < ara, ra = az. 


设 $ 为 强 正则 的 序 半 群 ， 不 难看 出 S PAKEM, MA 
vs € 8,(z)w REAR. 


$9 正则 duo 序 半 群 
本 节 我 们 讨论 左 正则 且 左 duo 序 半 群 、 左 正则 序 半 群 、 正 列 
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duo 序 半 群 的 特征 ， 至 于 右 正则 序 半 群 、 右 正则 且 右 duo 序 半 群 
我 们 可 类 似 得 到 相应 的 刻画 ， 主 要 结果 来 自 [43—50]. 


定理 3.9.1 设 9 为 poe 半 群 ， 则 下 列 各 款 是 等 价 的 ， 
1) S 是 左 正则 的 ; 

2) (Vae S) (a.a?) Eee; 

3) S 的 每 个 左 理想 是 半 素 的 ; 

4) S 的 每 个 C 类 是 S 的 左 单子 半 群 ; 

8) S 的 每 个 C 类 是 S 的 子 半 群 ， 

6) SHS 的 左 单子 半 群 的 无 交 并 ; 

T) S A S 的 左 单子 半 群 的 并 ; 


证 明 1)—2) 因为 S 左 正则 ， 所 以 (Va € S) a € (Sa. 
因此 
L(a) € L(($a?]) = (Sa?] € L(a’), 


显然 L(a?) C L(a). && (aa?) € L. 


2)—3) E LOS S 的 左 理 想 ，a2 L. 因为 L(a) = L(a?), 
PLL a€ L(a) = L(a?) C L. 因此 工 为 半 素 的 . 


3)—4) 设 (z)e 为 5S 的 一 个 £ 类 ， 显然 (xr) £0. 设 
ob € (z)e, HH C 是 SHARAR, A (aum) E L, (b) ec 
可 得 (ab,zb) € C, (b,b?) € L. Bibi (ab?) c £L. HBE 
L(b) = L(b"), 所 以 L(ab) = L(b) = L(x), && ab € (z). 


又 设 了 为 (z)c 的 左 理想 . Ey € (z)e, FEy C I. ze I, 
M z € (z)e = (y)c. 由 3), 我 们 可 以 得 出 y € L(y) = L(z) = 
L(2) FE 8 € S 使 得 y <2? 或 y < 527. umy«z,mA 
2 € (z)cI Ry € (z)c 得 出 ye (z)eI C I. 如 果 y < sz?, Bil 
y € ez?. BR L(ez) C L(z), 又 L(z) = L(z2),2? < ez, 所 以 
L(z) C L(ez), BI 


L(z) = L(ez), ez € (zjc = (zjc. 
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同上 我 们 有 ez? = (ez)jz € (£). 从 而 y ET. 
4)—5), 4)—6) 显然 


5)]—2) vz € S,(z)e X S 的 子 半 群 ， 因此 2? € (z)c, B 
(r,z?) € L. 


2)—1) Vr € S, WA z € L(x”) = L(z*) € (Sz*], 所 以 
S 是 左 正则 的 . 


6)==>7) BR. 


D3) #S=UlSa la € Y], Sa S 的 左 单子 半 群 
I 为 S 的 左 理想 . Wo? El, a€ S4, 则 IN Sa 是 Sa HAR 
3B. AAS. 为 左 单 半 群 ， tH IN Se = Sas 由 此 得 出 a ET 了. D 


在 以 上 定理 的 证 明 过 程 中 ， 只 有 3)— 4) 我 们 需要 假设 S 
是 poe 半 群 ， 其 他 步 绝 对 一 般 序 半 群 均 成 立 . 


. 定理 3.9.2 WES 是 序 半 群 ， 则 下 烈 各 款 等 价 : 
1) S 是 左 正则 且 左 duo ; 
2) Yz ES,N(x)={yeS|re (Sy]) ; 
8)^-2£; 
4) S 的 每 个 左 理想 了 = Uile) | c €F}; 
5) (z)y 是 S 的 左 单子 半 群 ，Yz € S; 
6) S 为 左 单 半 群 的 半 格 ; 
7) S 的 每 个 堪 理想 是 右 理想 且 为 半 素 的 ; 
8) L(zy) = L(x) N Ly), Vz,y € S. 


证 明 由 定理 3.9.1, 1.3.7 和 推论 1.3.8, 我 们 知道 1), 2) 和 
3) 是 等 价 的 . 


8) = 4) 设 工 为 S 的 左 理想 , 则 TC U{(z)w | ze I 
Xit y € Ullr) | x E€ I}, Hee € I EB y E (r), m 
y € Ly) = L(z) € I. Bit 1 =U{(z)w | z €F}. 
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4 一 5) Yz € S, (z)N 是 5 的 子 半 群 ， 设 了 为 (z)w 的 左 
理想 Vy € (zw, 取 z ET W (z)y = (WN = (z)w， 因为 
(Sz2] 为 5 的 左 理想 ， 由 假设 


(S22] =( jilow | c € (S22]}. 


因为 z € ($27), BLL (yw = (zw = (23)w,y € (yw € (Sz?], 
ME y € (Sz’], FE k ES 使 得 g < ke. RN 为 9 上 的 完 
全 半 格 同 余 ， 则 


(y)w = (yk2"\y = (kz) = (z)yw, 


因此 kz € (ZN, y € (kz)z € (z)vI C I. HT. y € (z)y, I X 
(z)y 的 左 理想 ， 则 y eT, B I = (z)y. 

5) 一 > 6) BR. 

06)— 7) Bo X34 AH Vz € S,(r) 是 S 的 单子 半 
群 . 设 了 为 S 的 左 理想 ，z € 7, WES, 则 (zy)e = (yz)e, 
Bx In(yz), 是 (yr), 的 左 理想 ， 由 (yr). 是 左 单 的 ， 必 有 
In(yz)e = (yz)e = (zy)e, 因此 zy € I, 即 了 为 右 理想 ， 进 一 
api, & x? € L, 出 (z?), = (z)e 且 {z)c 门 工 为 (x)e 的 左 理 
H. FXL, Awe eIn(z),, BE IN (t) #0, H 


{z}e(I N (7)o) € (z)eIN (z)2 = (xz)oIN (z")o 
C SIN{«#), CIN (£e. 
B a€ IN (z)s, (£) 35< a. HAb<acI, I3 SHEA 


想 ， 因此 be IN (ao. 由 于 (z)e 是 左 单 的 ， 因此 (te ni = (z)e, 
mae]. 


D= 8) Kaye S, BR Lay) € L(z)n L(y) BH 
Va € 5,0? € (Sa], 由 假设 ae (Sal. it a € L(z) N L(y), We 
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在 51,82 € S 使 得 a < 817,8 S 824, Wl a? < syzs39. 因为 (Sz] 
也 为 S 的 右 理想 ， 所 以 


81282 € (Sz|S C (Sz), 
故 存 在 33 € S 使 得 su rso < sam, 从 而 
a? < syxsqy € agry € Say, 


由 此 推出 a? € (Szy) C L(zy). A 工 (zy) 是 半 素 的 ， ha € 
L(zy), W L(zy) = L(z) n Ly). 


.8) — 1) Va € S, 由 假设 L(a?) = L(a), 所 以 L(a*) = 
L(a), a € L(a*), ŒH a € (Sa?]. 
另 一 方面 ， 设 天 为 5 的 左 理 想 ， 设 7 E 工 , Yes E S. 因为 
L(rs) = L(r)NL(s) = L(s)NL(r) = L(sr) ,所 以 rs € L(sr) € 
Lr) CL, Ak L X S 的 右 理 想 . 口 


定理 3.9.8 设 S 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 等 价 ， 

1S 是 左 单 序 半 群 的 链 ; 

2) S 的 每 个 左 理想 是 右 理想 且 是 素 的 ; | 

3) S 是 左 正则 且 左 duo B. S 的 所 有 左 理想 集 关于 集合 的 包 
含 关系 构成 链 ; 

4) S 是 左 duo MH Vz,y € S,z € (Szy) $ y € (Szyl. 


证 明 1)— 2) 由 定理 3.9.2 及 假设 ， 8 的 每 个 左 理想 是 右 
Bw BIAS 的 左 理想 ，o 为 S 上 的 半 格 同 余 且 YT € S, 
[z)v 是 左 单 的 ，ab € I, W (ab), NI X (ab), 的 左 理想 .又 
(a)e x (b). 或 (be < (a)o, 则 (ab) = (a)e 或 (bjo, 因此 
(a)e = (ab), ONI 3x (b), = (ab);, W ae I c be I. 


2) — 3) 由 定理 3.92, S 是 左 正则 且 左 duo 的 . 8 I,J 
为 S 的 两 个 左 理想 且 了 人 J. 存在 a€E Tag J,beE J. WI 
abe IJ C J. X S RE duo ff, 我 们 也 有 abel. 因为 
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ab € (Sab|, 所 以 a € (Sab] 或 € (Sab]. 如果 a c (Sab], Rl 
a € (Sab) C (Sb) C J, 矛盾 . Aik be (Sab) C I, BEI C J. 


3) => 4) NA (Sz), (Sy) 为 S 的 左 理想 , 必 有 (Sz] C (Sy] 
或 (5S9] C (Sx]. 如 果 (Sz] C (Sy), 则 


z € (S2°] = ((Sz](S2?]] € ((Sa)(Sz]l C ((Sz](Syl] € (Szy]. 


28, (Sy) C (Sz] THE y € (Szy]. 


4)— 1) 由 假设 S 显然 是 左 正则 的 ， 由 定理 3.9.2, S 为 左 
单 序 半 群 的 半 格 ， 即 Yz € S, (z)N 是 左 单子 半 群 。 Vz,y € S, 
如 果 zc (Szy W N(x) = N(zy), Bl (z)y = (z)w(y)w, 
(z)w < (y)w- 如 果 y € (Szy), 同 理 可 得 (y)w < (z)w. 口 


和 我 们 在 第 六 节 论 及 的 内 容 相似 ， 如 果 S 是 左 正则 和 左 duo 
的 序 半 群 , 则 ez 是 (zjw, Vr € S 的 最 大 元 且 集 {(zjw | x € S) 
AS 的 极 大 左 单子 半 群 集 一 致 . 设 3 为 poe 4H, WS 是 左 单 
序 半 群 的 半 格 (BE) 当 且 仅 当 S 是 左 革 poe 半 群 的 半 格 (bk). 这 
些 结论 的 证 明 读 者 可 仿照 第 六 节 相 关 绪 论 给 出 . 


定理 3.9.4 db S 是 左 正则 且 左 duo 的 序 半 群 ， 则 S 是 左 
单 半 群 的 半 格 , 但 一 般 情况 下 不 是 惟一 的 ，S 是 左 单 半 群 的 惟一 
完全 半 格 . 

该 结论 的 证 明 类 似 于 命题 3.6.5, 我 们 这 里 仅 提 供 一 个 反例 


例 3.9.5 设 5S= {a,b,c,d e, f}, 其 上 的 乘法 运算 和 二 元 关 
系 定义 如 下 : 
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<= {(f, e) 


WW (S,-,<) 是 一 个 序 半 群 ， 因 为 Ya € S, (a.a?) € L, 所 以 S 为 
左 正则 的 . X 

S 的 所 有 左 理想 是 : {a, c}, (a. c, e f} 和 $; 

S 的 所 有 右 理想 是 : {a}, {c}, {a,c}, {a,e, f}, {a,c,e, f}, 
{a,b,d,e, f} $n S. 
因为 8 的 所 有 左 理想 均 为 右 理想 ， 所 以 S 也 为 左 duo 的 
WER, 

N = {(a,a), (a,c), (b, b), (b, d), (c, a), (c, c). (d, b), 

(d, d), (e, e), (e f), (f, e), (ff) }- 
c = {(a,a), (a, c), (b, b), (b, d), (c, a), (e. c), 
(d, b), (d, d), (e, e). (f. p} 
Wo 也 为 9S 上 的 半 格 同 余 且 (z)e, Vr € S 是 左 单 的 ,但 是 o 关 NN. 
口 


以 上 我 们 讨论 了 左 Ch) 正则 和 左 (A) duo 的 序 半 群 . 一 个 
序 半 群 S # duo 的 ， 如 果 S BA duo MA duo hh. SRA 
BAM, MRS 不 包含 真 的 双 理 想 . 下 面 我 们 给 出 一 组 结论 ， 读 
者 通过 以 上 的 阅读 可 以 自己 推出 证 明 过 程 . 
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引 理 3.9.6 设 S 为 序 半 群 ，S 是 B 单 的 当 且 仅 当 (aSa) = 
5S,Ya € 5 SERA S 为 左 单 和 右 单 的 . 


引 理 3.9.7. it 5 为 正则 序 半 群 ， 则 S 为 duo 的 当 且 仅 当 
(zSz] = (Sv] = (z5], Vz € S. 


由 上 准备 我 们 有 


定理 3.90.8 设 S 为 序 半 群 ， 则 以 下 各 款 是 等 价 的 : 
1) S 是 正则 duo 的 ; 
2) Blab) = B(a) N B(b), Ya,b € S; 
3) 5 Æ duo 的 且 $S 的 每 个 左 理想 和 右 理 想 均 为 半 素 的 ; 
4) S 是 正则 的 且 (25] = (Sz], Yz € S; 
5) N(x) = {y € S| x € (ySy]], Yz € S; 
6) N =H =B = {{z,y) € S x 8 | B(x) = B(y)h 
7) 设 昌 为 5 的 双 理 想 则 吾 =Uf(z)w |z EB}; 
| 8 SX B 单 序 半 烙 的 完全 半 格 . 

”值得 注意 的 是 ,一 般 半 群 S 如 果 是 左 单 且 是 右 单 的 , 则 8 一 
定 是 群 . 但 就 序 半 群 而 言 ， 召 单 序 半 群 不 一 定 是 序 群 ， 见 下 面 反 
Bi. 

例 3.9.9 考 起 序 半 群 S = (a bc d, f), 其 上 的 乘法 运算 和 
FRAG XT. 


= {(a, a), (b, b), (e, c), (d. d), (f. f). (f. d). 
(f. c), (f, b), (d, c), (d, b), (c, )). 
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设 工 外 围 S 的 任 一 左 理想 ， 则 |Z| > 1 且 工 包含 f. 因为 
(Sf| = 5, MA L= S, Bh S 是 左 单 的 ， 辣 理 可 看 出 S 为 右 单 
的 ， 从 而 S 是 BRN S 显然 不 是 序 群 . 


§10 序 半 群 的 亚 直 积分 解 


设 {(So, oo Sa) jaca 是 序 半 群 能 ,它们 的 笛 卡 尔 积 (Carte- — 


sian product ) 


[| Se := {(alaca | ta € S, Vo € A} 


aA 


关于 以 下 定义 的 乘法 “” 和 二 元 关系 “< ”是 一 个 序 半 群 . 
-i II Sa x II Sa 一 II Sa | ((Za)acA. (Ya)aea) 


aca a€A /a€A 
. — (Zajaca ` (Ya)aea = (za 9e Va)acA; 
- Si (2a)acA < (Ja)acA = Ta Xa ya, Va € A. 
为 了 方便 起 见 ， 以 后 我 们 由 {Sa}aeA REFERE {(Sa, oa， 
Sa)lacA - HERR 1 Se 映射 


Tg: II Sa Se | (fa)aca > zg 
acA 


称 为 序 半 群 II Sa 到 Sg 的 投影 显然 xs RMA ARH. A 
ac 
主要 结果 来 自 [51 一 53]. 


定义 3.10.1 序 半 群 9 RAPER ([Sohoca MEAM, 
如 果 满 足 
1) 存在 Il, S. 的 子 半 群 卫 使 得 S=T 


2) a(T) = "Sano € A. 
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等 价 地 ,存在 一 个 可 逆 的 保 序 同 态 f :5 I Sa 使 得 Ta(f(S)) = 
ac 
Sa, Va € A. 


EX 3.10.2 d (S,., X) 是 序 半 群 ，》 BS MUR. 
我 们 称 YO OBS HK, NUR Yr y € S, (zy) Z<, 则 存在 
c €. 使 得 (z,y)go. 

引 理 3.10.3. 设 (5,., ) BER, D 是 S mU S. 
如 果 E 分 离 3 的 元 素 , Níleleoe €] —-. 反之， 如果 
NUeofoeS}C<, MAB S 的 元 素 . 


证 明 AAS AS 的 氢 序 艇 MA (olo € 22) 9378 S 


B EUT, Bk 
< € Melee. 


& (z,y) e(Mo | e So}, 如果 (zy) €x, 由 定义 3.10.2, 存在 
c € > 使 得 (v. y) € o, FH. 因此 (Mo |o €») es. 
` 反之 ， Wr,ycSHoz£y, WE (z,y) Eo, YEEJ, M 


(æy) e( Melo € $} es. 


即 <y, TA o 


定理 3.10.4 id (S,-,<) 是 序 半 群 ， 如 果 S WERE 
{Sajaea 的 亚 直 积 ， 则 存在 S WHR {cajauea4a 分 离 S 的 元 
素 ， 反 之 ， 如 果 存 在 S MOR {cmjwea 分 离 S 的 元 素 ， 则 S 
ERE {5/pa}ae4 的 亚 直 积 ， 这 里 pa = oa ost. 

证 明 4 f:So Il Sq BARRE H. ra(j(5)) = 
Ss, Va € A. 我 们 考虑 映射 P = Ta 0 f, ll fa, Va € Ak 
S 到 Sa 的 半 群 同 态 ， 设 x, yE SHe#e< y, f(z) = (Za)acA; 
f(y) = (Va)acA- 因为 f 是 保 序 的 ， 所 以 (Ta)acA < (YalacAr 
即 Zo Sa Va Va € A. 故 Tef(tzajae4) Sa Ta((Ja)acA), 即 
Ta O f(t) € «o fly). 由 此 证 得 Bo X S 到 So 的 同 态 映 射 . 根 
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据 引 理 2.2.8, 
Te = {(z, y) ESXS | $a(z) <a $o(y)) 


是 S 上 的 氢 序 . SISHEUEHIUTR {cajae4 分 离 9 的 元 素 . 
由 引 理 3.10.3, 我 们 仅 需 证 


ac |ae A}C<. 
设 (z, y) € oa, Va € A, 因为 $a (x) Sa daly), Va € A, 有 
Nal f(z)) <a Falf{y)}, Vo E A, 


Bl zo Sa ya, Vo € A, 也 即 f(z) € f(y). 因为 是 逆 保 序 的 ， 
Pues y, BẸ (z,y) E<, 


RZ, 设 {cajes4 Æ S 上 分 离 3 RMR, 我 们 作 映 射 


f:50 [I S/P (2 ((@pa)aca- 
«cA 


由 定理 2.2.9, pa 为 S 上 正则 同 余 ， 所 以 II S/p, HRM. f 
. ac 
显然 为 S 到 IT S/o 的 半 群 同 态 ， 设 x,y € 8z < y. 因为 
ac. 


(x,y) EXC og, Vo € A, 由 引 理 2.2.8 的 证 明 ， 在 S/pa E, 

(£)pa X (Y)par Va € A, 因此 ((z)5,)aeA S (Y)palacas W f Æ 
FER S 到 序 半 群 IT S$/po 的 同 余 . 

. ac 


又 设 x,y E€ S, f(x) € fly), 有 (z)p, X (Y)pas Vo € A, E 
(mu) ees Ya E A, (sy) € [ioa | € A}. 
因为 (ca)acA 分 离 S 的 元 素 ， 由 引 理 3.10.3, | 


(x,y) €( loa | a € A =<. 
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故 了 是 逆 保 序 的 . 


V(y)a, € S/pa, Va € A, 存在 S 的 元 素 y 使 得 ro(f(y)) = 
(Ypa: 因此 
. Ta o f(S) = S/pa,Va € A. 


由 亚 直 积 的 定义 ， 定 理 得 证 . 口 


命题 3.10.5 设 (S,-,<) 是 序 半 群 旦 包含 最 小 元 e, {Ia}aca 
是 3 HARA ARE = (e). W S RITERESRR (S/pr.)ocA 
ae 


的 变 直 积 . 口 


证 明 由 定理 2.2.6, pr,, Ya € 4 为 马上 的 正则 同 余 且 S/P, 
上 的 序 关系 <a 为 定理 2.2.6 中 证 明 所 述 ， 设 


Ti ={(z,y)EeSx S| (1)o;, Se (Wor, }, 
Mo, 为 S Emi BH or, =< UU, x S). 因为 
(le. = Mv x $))=< Uf Ta) x 8) 


acA acA actA 
< U({e} x S) =<. 


根据 定理 3.104, S JEHESERERE {S/pajaea 的 亚 直 积 . 


定义 3.10.6 一 个 序 半 群 9 称 为 亚 直 不 可 约 的 ， 如 果 S 是 
FERE {Sa}aea 的 亚 直 积 ， 即 存在 H 5/Pa 的 子 半 群 工 使 
ac 


f$ SZT B wa(T) = S, Vac A, 那么 存在 8 € A 使 得 投影 
75:T e Sg 是 拟 保 序 . i 


等 价 地 ， 如 果 {Sa}ameA AFERE, f:So II Sa 是 道 
. ' ac 


保 序 的 同 态 且 ra(f(S)) = Ss, Ya e T, 则 存在 B c A 使 得 映射 
"5: f(S) 9 Sg AERP A. 


S 的 拟 序 c 称 为 真 拟 序 ， 如 果 o F<. 
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定理 3.10.7. & (S,-,<) 是 序 半 群 ， 如 果 S 是 亚 直 不 可 约 
的 ， 则 S 的 任 一 些 真 拟 序 之 交 仍 为 真 拟 序 反之， 如果 S 的 所 有 
真 拟 序 之 交 仍 为 真 拟 序 ， 则 S 是 亚 直 不 可 约 的 ， 


证 了 明 BRS 为 亚 真 不 可 约 的 且 {0a | a E A) 是 SHAH 
Hk. 我 们 证 明 {oa | a E A} zz. mE 门 {oo | ae A =<， 
由 引 理 3.10.3, (c, | o € A) TRS 的 元 素 , Jti 5 Ay II 5/pa 

«c 


的 亚 直 积 ， 即 映射 


了 :3 JÍ S/pa | ++ ((E)pa jaca 
«cA 

BUR SS IB ra(f($)) = S/pa, Va e A. 设 Be A 使 得 
ta: f(S) 9 S/o. EXC IIS. AA B € A, 所 以 SC og. X. 
og 为 真 拟 序 ， 所 以 存在 (z,y) € eg 但 (m, y) € S. 根据 S/pp 上 
、 序 关系 的 定义 【 兄 第 二 章 ) 由 (zy) Cog 得 (x)o, <a (y)o,. BI 
ag(f(z)) <a mal f(y). 因为 re 和 了 均 为 道 保 序 的 ， 故 > < y, 
不 可 能 . 

RZ, 设 S AFERE {Sa}aea 的 亚 直 积 ， 有 定理 3.10.3, 
S KRUTI 


Ta 一 {(z, y) €Sx5S | Ta (f (x)) Se no(f(y)) 


SES 的 元 素 ， 即 (Hee | ac A) =<. 如 果 Va E A, Ca FS, 
那么 


<= ace [a€ A32 ( Me | c 为 3 的 拟 序 } D<, 


了 矛盾， 上 面 证 明了 在 在 PCA 使 得 og =<. 我 们 考虑 投影 re : 
f(S) = Ss. 如 果 


ma(F(z)) Sa mal f(y)), 
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则 (z,y) E€ op =<, M T < y, 故 vg 是 逆 保 序 的 . 口 


推论 3.10.8 ”每 个 具有 最 小 真 拟 序 的 序 半 群 是 亚 直 不 可 约 
的 . 


证 明 Wow S LEE, Ws 的 所 有 真 拟 序 之 交 
Aw, HE 3.10.7, S 是 亚 直 不 可 约 的 . 口 


#3.10.9 # S= {s}, <= S x S,2? = x, WS AFER 
且 是 亚 直 不 可 约 的 . 


定理 3.10.10 每 个 序 半 群 (S, X) 是 亚 直 不 可 约 序 半 群 全 
的 亚 直 积 . 


证 明 如 果 S = {x}, 则 由 注 3.10.9, 5 是 亚 直 不 可 约 的 ,不 
难看 出 S 是 S$ 和 的 亚 直 积 . 现在 假设 5 多 于 两 个 元 素 , WS 
的 每 个 元 素 对 z, yz Ly, 我们 定义 集合 

。 M(z,y) := (e | o 为 5 的 拟 序 且 (z,9) g c). 
因为 se M(z,y), BE] M(z,y) #0. H Zorn 5#, M(z,y) rm 


存在 极 大 元 , 记 为 e(z, y). 这 时 拟 序 集 (o(m, y) | zy € ST y) 
分 离 3 的 元 素 . 由 定理 3.103, S X mp EE 


{S/o(z,y) | z,y € Sj Ly}, po o(z,y)no (sy) 
HER. 下面 我 们 证 明 S/p(r,y)zr£fyRAXBÉ HAN. $ 
R(z,y) := {r | rh S/p(z, y) CEU). 

EX c(z,y) € M(x,y), 所 以 (x,y) € o (zy), i 
(Gr)o(ays Woley)) € S/otu.u) - 


Bre R(z,y) r5 S/ole,y) 的 真 拟 序 ， 这 时 一 定 存在 S 
LRU pr 使 得 n. 2o(z,y) E 


((a) gts) Oota) € r €» (a,b) € ur. 
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WR (zy) € Hr, 9l Hr € M(x,y), 这 时 ur = o(z y). AF 
面 ， 因 为 了 为 S/o, y) EE EHUT, 我 们 有 uuu) C r, 即 存在 
(()o(ey)» (Dots) EY 使 得 (2) o(e.u)s olew) FSp(ey)- 因此 
(s.t) € ur 但 (s,t) € o(z,y). &k 


M(z,y) 3 pr D e(z, y), 
FE. HLEH, (my) € ues BO (Gn) (W)o(ey)) Er 但 
| ((2) p(x») (V) ps)) $2s/p(2,2) - 
由 定理 3.10.7, S/p(z,y) 是 亚 直 不 可 约 的 . n 


“下面 我 们 给 出 一 个 具体 分 解 的 例子 . 


例 3.10.11 N = {1,2,3,---}, M N 关于 自然 序 和 数 的 加 
法 “二 ”构成 一 个 全 序 半 群 ， 对 任意 n € N, 我们 作 集 合 


An :一 {x1, 22， ttt Ens Tnt+1} 
AME z; <n zj i<j HME An 土 的 乘法 运算 “*n” 如 下 
fij t+z3cntl, 
Zn+l 十 了 之 多 十 |， 


WW (Ani*n a) 是 一 个 序 半 群 且 Any 是 亚 直 不 可 约 的 ， 事 实 
E. X 


sim tj={ 


0 =<, U{(tn+41, Za)h 


Wo 为 Ap 的 最 小 真 拟 序 , 根据 定理 3.10.7 WHEE, (An *n, Sn) 
为 亚 直 不 可 约 的 . 
0 TERRA 


f:No [Avo (sev 


neNn 
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这 里 


"d y «ntl, 

Zn+1 3 之 全 十 1， 

则 了 为 入 到 LI An £6 3X Pe FF [8] I A an (f(N)) = An, 
nE 


Vnc N. 事实 上 , By An, HEL <isn+1 使 得 y = ai, 
f(t) = (ik)keEN: tal f(@) = i4. MBi<nt1, Min = m; = y; 
如 果 ?z 一 如 十 1 则 in = Enpi = T; = y. 
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第 四 章 TF (fi) 序 半 群 


本 章 我 们 讨论 两 类 特殊 的 序 半 群 ， 即 正 序 半 群 和 负 序 半 群 ， 
主要 结果 来 自 [19,54,55] 等 . 

正 序 ( 负 序 ) 半 群 ， 特 别 是 更 特殊 的 正 序 (RUE) 半 群 ， 例 如 
本 章 所 论 及 的 NM 半 群 和 PQ 半 群 等 是 一 般 序 半 群 研究 中 较为 
容易 入 手 的 两 类 序 半 群 ， 因 为 它们 的 结 梅 和 已 知 的 一 些 序 集 ， 例 
如 半 格 、 分 配 格 等 的 结构 比较 相似 ， 而 且 也 可 以 从 已 知 的 平凡 序 
半 群 结构 中 得 到 启发 ， 在 以 后 的 章节 中 我 们 还 要 研究 正 序 格 序 半 
群 等 . 


§1 序 理想 格 


设 (S,.,<) 是 负 序 半 群 (N 序 半 群 ), 即 Va, b € S, ab < a,b. 
wHAORHCS, mR (A) =H, H WX S 的 序 理 想 . 一 
个 可 换 序 半 群 S 称 为 M 半 群 ， 如 果 Va b e S Ha € b, 则 存在 
c€ SB a= bc. 一 个 负 序 的 M 半 群 有 时 也 简写 成 NAM 序 半 
群 . 


定义 4.1.1 ”一 个 格 (L,^, V) RARK (multiplicative 
lattice), 如 果 上 有 一 个 二 元 运算 满足 
(Va, b,c € L) alb V c) = ab V ac, (a V b)c = ac V be. 
— ^T 3E GUERRE GRUR AAE, W L 就 称 为 半 格 序 
2:3 
本 节 以 下 内 容 如 没有 特殊 说 明 ， 序 半 群 S 均 为 包含 0 的 可 
换 半 群 且 0 是 最 小 元 ， 乘 格 也 可 换 . 


: 159 - 


定义 41.2 i SAFER, MER {rE S | ar <b} 
非 空 且 有 最 大 元 存在 ,该 最 大 元 称 为 b XT a 在 S 中 的 剩余 
(residual), 记 为 了 8 : a. 一 个 带 有 元 素 0 的 序 半 群 S 称 为 有 伪 补 
的 (pseudo-complemented ) 如 果 Ya € S,0:a FE. 0:a 有 
时 记 为 a", BA a 的 伪 补 , 


例 41.3 # S={2 | n=1,2,3,---}U(—-00,0], 定义 5 
上 的 乘法 “o” 如 下 : 


—ZWu, Ty € (—oo, 0]; 
| O0, EN. 
则 (S,0) 关于 普通 的 序 关系 是 序 半 群 . 设 re (0)U(1|n— 
1, 2,8,- . 小 则 


: TY, z,y E€ {i | n= 1,2,3}; 
toy= 


x* = 0: x = max{y € S | roy <0} =0; 
如 果 z € (—00,0), 则 z* — 1. 因此 S 为 有 伪 补 的 序 半 群 且 0 元 
不 是 最 小 元 . 


定理 4.1.4 KREBS 具有 0 元 ,那么 9 的 序 理想 集 
LCS) 是 完备 的 分 配 的 乘 格 且 是 可 剩余 的 . 


证 明 显然 LS) 关于 集 包含 关系 构成 完备 格 且 是 分 配 的 . 
L(S) 也 是 冬 格 ， 事 实 上 ， 设 A,B e L(S), AoB:= (ABI, Wl 


(YC EL(S)) 4oBU4oC = (AB|U(AC] 
C (A(BUC)] =Ao(BUC); 


Xec Ao(BUC], MAH aE A, bE B, ce C FRx < ab 
a r <ac, Bit re AoBUAOC, Bf 


Ac(BUC)—AoBUAoC. 
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同 理 可 证 (BUC)oA=BoAUCoA. MU L(S) BARK. 


又 集 [Mi € L(S) | Mio BC A) z 0, AA (0] 舍 在 该 集 
书 ， 因 为 


(JM)eB » LJ(M; e B) C A, 


由 Zorn 引 理 , $ (M; € L(S) | Mo BC A} 包含 极 大 元 且 为 
BAT, MUA: BRE. 口 


定理 4.1.5 1) 序 半 群 S 是 负 序 的 当 且 仅 当 的 序 理想 和 
旦 想 一 致 ; 

2) S 为 M 半 群 当 且 仅 当 S 关于 半 群 结构 的 理想 是 序 理想 
H acas, Vac S. 


证 明 设 MI(S) 表示 S 关于 半 群 结构 的 理想 集 ， 

1) 必要 性 BA I(S) C L(S). & AE L(S), i (A] = 
Ja € A,z € S, W za, az < a, 因此 xa, az € (A], 所 以 A= (A] 
也 为 S 的 理想 . 

充分 性 Va,b € S, ab € I(a), I(b). AA (a) 和 (b] 分 别 是 
包含 a 和 的 最 小 序 理想 ， 由 假设 I(a) = (a], Ib) = (b), 因此 
ib € a, b. - 

2) 必要 性 HAX SPREM, Bae A Vbe S, b«a, 
WHE cE S 使 得 8 = ac € A, RAE L(S). BH a € a, 所 以 
2 一 Ge € aS. 

充分 性 ”如 果 MICS) C L(S) H a € aS,Va € S, 则 对 
iX b, 因 为 n S 半 群 结构 的 主 理想 为 BS U (b) = bS € 
MI(S) € L(S), 所 以 a € bS, FE cE S ER a= be. 口 


由 定理 4.1.5 容易 得 出 : SH N-M 序 半 群 当 且 仅 当 MIS) = 
L(S) H a € aS, Va € S. 


f 4.1.6 设 S GERE, [o] 表示 S 关于 半 群 结构 的 
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主 理想 ， 则 下 列 各 款 成 立 : 

1) S 为 负 序 的 当 且 仅 当 映射 $: ([a] | ae S) 5 S | [a] 5 
a, Ya E S ERF —w 

2) S M 半 群 当 且 仅 当 A) ae Sa, vae S; B) 映射 


Y: S {[a] | a€ S5} | am [a], Vac S 


是 保 序 的 . 
3) 设 5 为 带 0 元 的 半 群 ，S 可 以 序 化 为 N-M 序 半 群 当 
且 仅 当 


Á)acSa, Vac S; B) Sa = Sb — a - b. 

证 明 由 定理 4.14, 1) 与 2) 的 证 明 读者 可 自行 验证 ， 我 们 
(Mik 3) 设 S 上 存在 序 关系 “< ”使 得 (3,…,<) 为 N-M FÆ 
群 ， 则 由 1) 4 2), 3) 的 必要 性 证 明显 然 . 反之 设 A) 和 B) 成 
立 ,定义 S 上 的 二 元 关系 “<” 如 下 : 

(Va,b € S) a € b => [a] Cd. 
W SONS ENEXAB(SS.sz)OHOERE h“ og x 
Y: Sr {[a] | ae S) | avr [a] 
与 
$:1la]lae Sy Si[a] a 
BARI, HH 1) 和 2), S 为 N-M WERE. a 
读者 可 以 讨论 土 面 存 在 的 序 是 否 惟一 . 


OX M 半 群 的 定义 ， 一 个 乘 格 工 称 为 M 格 如 果 了 满足 ， 
Va,b € L, a x b, WHE c € LER a = bc. 
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对 序 半 群 9 ， 如 果 L(S) 4 Mi, abe S Ha € b, Wi 
(a] C(O, FE K € L(S) 使 得 (a] = (bK], MAE ce K C S 
使 得 a = be, 大 SAM 半 群 ， 反之 不 一 定 成 立 ， 反例 如下. 

i Zt 为 正 整 数 集 ，4,bE Zt, ZEXachs Ha. 则 2+ 
关于 数 通 常 乘法 和 “<” 构 成 M ERE. 但 LS) 关于 运算 “o” 

(VA,BeL(S) AoB={reES|x<ab,ac AbeB} 
不 是 OM He. 因为 (6]U{35] E (3]U (7], 如 果 L(S) 为 M 格 ， E 
在 AELS) 使 得 
(6] (36] = (3] o AU (7] o A, 

存在 gcE 4 使 得 6< 80a, MR a = 1, W (6]u(36] > (3]U(7], F 
盾 . 如 果 a = 2, ll 14 € (7]oA C (6]U (35]. 因为 14 g (6]U (35], 
了 矛盾. dx À 不 存在 . 


定理 41.7 Gd 8 为 负 序 的 且 带 有 单位 元 ， 则 下 列 各 款 竺 
nc 

.1) 5 为 M EE, 

2) (VB € L(S)) (Va € S) (B : (a) o (a] = BN (al ; 

3) Bae S, fa: L(S) > L(S) | Bo Bo(a], WEE 
L(S) 到 L(S) 的 映射 ft 使 得 


fiofe>1lys), faofd Suns 
fal ft (B) = Bn fa(1), VB € L(S). 


证 明 1)1— 2) W 5 为 N-M ER, BR 


(B : (a) e (a) € (a), Va € S, VB € L(S). 
由 剩余 的 定义 ， (B: (a]) e (a] € (B], 从 而 


(B : (a]) © (a] € (ol n (B]. 
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Hee Boal, 存在 5E 巨 使 得 z<b<a 因为 9 为 M 半 
BÉ. dcc d£ rzb-caza BibÀce B:(a] 事实 
E, B:(ao| 是 满足 co(e] C B 的 最 大 子 集 ， AA cola] C B,- 
所 以 (c] € B: (a]. RAW z € ca, PL z € (B: (al) o (al. 
2)— 1) Habe S Ha < 5b, Ml (a| C (bj, M (a] = 


(a] N (b] = ((a] : (bl) e (bj. FE z € (a): (6), t € (b] 使 得 
& € zi « rb «a. Aiba = zb. 


2)—53) BR få : L(S) e L(S) | Bo B : (al, W 
— fto (B) = f$ (Bo (al) = Bo a]: (a] 2 B; 
fao f1(B) = fa(B : (al) = (B : (al) o (a] = B (a] C B. 
ik fi ofa 2 lush fao ft < lys) R 
| AUTO) = BN (a) = Bn fal). 
这 里 1 den LS) 的 最 大 元 ， 即 (1]. 
3)— 2) 因为 S 为 负 序 半 群 ， 得 
— (B:(a)e(a C Bn(a, YB € L(S),a€S. 
由 假设 ， 设 ftB) = K, 则 
fal fg (B)) = K o(a] = BN (a), 


E ft(fa(B)) = fi (Bo (aj). di K o(a] = BA (a) AH K C 
B: (a], 所 以 


ft (B) € B: (a, VB € L(S). 
& BN (a] = fa 0 ff (B) C ft (fa(B)) C(Bo(a):(d. a 
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定义 4.1.8 -TARR (LAV) 的 元 素 M HH Dil- 
worth 元 ， 如 果 M 满足 


(VA,BeL) (AA(B:M))M=AMAB, 
(Av BM):M —(A:M)V B. 


定义 4.1.9 一个 序 半 群 5 称 为 0 可 消去 的 ， 如 果 


(Vz,y,a € S) za- ya X 02» x — y. 


定理 4.1.10 SX NM 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 等 价 ， 
1) S 为 0 可 消去 的 ; 
2) (Va € S) (YB € L(S)) (B o (al) : (a] = BU (0: (a); 
| 8)Vae S, 设 fa L(S) B| L(S) 的 映射 ， 定 义 如 下 ， 
“fa: L(S) + L(8) | B> Bo (a), VB € L(S). 


则 存在 L(S) 到 L(S) 的 映射 ft 使 得 


fi ofa 2 iray fnoft < lp(s), 
p o fala) 2 av fq (0). 
证 明 1) 一 >2) BA BC(Be(a]):(a]. H (0) C Bo(a], 
所 以 (0: (aj) € (B o (a]) : (a], 因此 
BU (0: (a]) G (Bo (a]) : (al. 


& zx € (Bo(a]) : (cl, WHE b € By c (o] 使 得 
ra < by X ba. X. S Jy M SEE, TE c € S 4618 za — elba). 如 
果 za 7 0, We S Bj O AEB z —ch< b c B. wR xa — 0, 
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W| z €0:(al, 因此 
(B o (a]) : (a] € BU (0 : (a). 
2)— 1) p za = ya £0, 因为 
(za] : (a] = ((z] o (a]) : (a] = (z] U (0 : (a); 


类 似 地 有 
((y] © (a]) : (a] = (yl U (0 : (a). 


因为 ra #0, HU z d o: (al, 只 有 YE (yj; 同 理 可 证 y € (cI, 
Hi zy. 


2)1—3) 定义 fü 和 定理 4.1.7 a, 则 
fief ius. fao få (B) = (B : (a]) 0 (a] C B. 
BRL. Vy € (B : (a]) o (a], FE k € B : (al, c € (a) 使 得 
| y € kc < ka € B, 
BI y E(B] = B. 进一步 地 由 f (0) = 0: (a] 得 出 
fz o fa(B) = (Bo (al) : (a] = BU (0 : (al) = B v f4 (0). 
3) 一 2) BR BU (0: (a]) C (B o (a]) : (a]. $ 
2 (B) = B : (a, VB € L(S), 
则 由 
fit © fa(B) = (B 0 (a]) : (a] = BU ft (B) = BU (0: (a]) 
得 2) 成 立 . 口 


下 面 我 们 给 出 上 (S) 中 Dilworth 元 素 刻 画 的 一 些 定理 . 


定理 4.1.11 d S AHHH N FER, M LS) 的 
每 个 Dilworth 元 为 5 的 主 序 理想 . 


为 了 证 明 该 定理 ， 我 们 需要 两 个 引 理 . 


引 理 4.1.2. W (LA, V) 是 模 格 且 是 剩余 乘 格 . 工 的 元 
X E Æ Dilworth 元 当 且 仅 当 YB € L, 

1 BAE-(B:E)E; 

2) (BE): E = BV(0: E). 


证 明 参 见 Michigan Math. J.,16(1969), 215—223. 口 


2884.1.13. SEN PER, DX L(S) 的 Dilworth 
元 ， 则 


(VAs € L(S)) (LJ 43) : D =| (Aa: D). 
证 明 HW A=-YA. A: D ZEE, H3% 4.1.12, 


A:D 


(AND):D= (Uan D):D 


(Ula : D)D) : D = (L J(As : D)D): D 
= (U(4a: DJU (0: D) =| J(As : D). 


n 


”定理 4.1.11 的 证 明 ”因为 S 有 单位 元 ， 故 5 € LS) 而 
且 为 其 单位 元 且 是 L(S) 的 最 大 元 ， 设 万 L(S) 的 Dilworth 
x, W D= (dj, 且 由 引 理 4.1.13, 

deD 
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s=(Ud):D= Ud: D), 


deD .deD 
因此 存在 do € D 使 得 1 € (ao] : D, 由 此 得 出 D = (dol. 口 
综合 上 述 三 个 主要 定理 ， 我 们 得 出 


EA 4.1.14 设 3 是 六 序 半 群 且 带 单位 元 SHERPA 
想 和 L(S) 的 Dilworth 元 一 致 当 且 仅 当 5S 是 0 可 消去 的 M 半 
m. 

在 上 述 定理 中 0 可 消去 性 是 必 不 可 少 的 ， 我 们 有 一 些 反例 ， 

例 4.1.15 i S={a,b,c,d,e},S 上 的 乘法 运算 和 二 元 关 
系 (覆盖 序 关 系 ) 定义 如 下 ， 


<:= {(a, b), (b, c), (b, d), (c, e), (d, e))- 


则 (S,-, <) 是 一 个 负 序 半 群 且 不 是 0 下 消去 的 ， (可 = {0,0} 是 
S 的 主 理想 ， 但 


(do (8) : (8| = S Z (Ula: (8)) = (d. 


因此 ， (b). 4% Dilworth 元 . 口 


一 个 序 半 群 一 旦 为 N 半 群 ， 则 5 的 理想 和 L(S) 一 致 ， 这 
样 通过 sS 的 理想 性 质 来 刻画 S 的 结构 变 得 更 特殊 一 些 ， 特 别 是 
可 以 充分 利用 格 和 半 格 中 的 一 些 性 质 . 
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82 P-Q 序 半 群 


和 N-M 序 半 群 对 偶 ， 本 节 我 们 讨论 正 序 半 群 (P 序 半 群 ) 
和 QR. 


APH S 均 为 可 换 序 半 群 。 3 称 为 @ 半 群 ， 如 果 a,b € 
S,a € b, M a — b REE c c S 418 b — ac. ER Q SERERE 
为 P-Q 序 半 群 . 例如 自然 数 集 Zt KF OÉOBSOERSEIEX S, 
Hi a <b alb,Va,be Zt 构成 P-O FER. abes i 
a:b={xé€S|bz >a}, MI(S) AS 的 关于 半 群 结构 的 全 体 
理想 集 ， I, =auUaS, M 


定理 4.2.1 设 (S,., <) 是 序 半 群 , 则 下 列 各 款 是 等 价 的 ， 
1) 5% P RR, 
|. 2) Kf v:(l, Jae S)2)S| I; o, Vae S BRR 
HHS 的 任 一 半 群 结构 的 了 类 仅 含 一 个 元 素 ; 
3) Va € S, [a) 为 S 的 理想 且 [a) DI. o 


证明 可 以 仿 第 一 节 有 关 结 论 给 出 . 


RE A22 SH PREN ( 没有 0 元 ), E(S) 40, RU 
e 在 巨 中 极 大 当 且 仅 当 e 是 本 原 的 . 


证 明 ek ERK, f € E(S) B ef = fe =f, 
则 f 之 e, 由 e 极 大 得 e =f. RZ, mR e RAES, 
frefek, MW fP=fref>f,aef=ef=fe 因为 e 是 
ARN, BU f =e. 口 

合 题 4.2.3 ig 5 9 P HERE, 则 下 列 各 款 成 立 ， 

1) $75 (S,-) 是 正则 的 ， 则 5S 为 带 ; 

”2) MRS HHA S 中 有 单位 元 e, e 在 (S, ) 中 极 大 ， 则 

S = {e}; 

3) 如 果 (S, <) 关于 理想 集 MI(S) 满足 降 链 条 件 ， 则 S 为 
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周期 半 群 ; 

4) 如 果 S 为 全 序 带 MSA 已 序 半 群 当 且 仅 当 ab = 
max (a,b), Vo, b € S; 

5) Va € S, [a) 为 (S,-) 的 素 理想 当 且 仅 当 [a) =a: b, Vb E€ 
S,b X a. 

证 明 1) (Vae S) (Ax € S) a = ara. X. S Aj P FERE, 
Bit a= azra > a? >a, Bf a =a’. 

2) it a,b ES, WW e > ab>a,b. X a= ae > a, a? >a, 
因此 a? = a, ATI a = ae > a?b = ab > a, kk ab = a, 同 理 可 导 
出 ab = b, Mitt a = b. 


3) Hacs RE 


-C Ian C G Taa Ch 


由 已 知 及 定理 4.2.1, Ze m € Zt E Iam = Im = 二.…, 即 
g^ 一 gmtt 一 ., 

4) Habe S,Ma<dhb<a, has b BA 
b < ab < b? = b, Ait 


ab = b = max{a, b}. 


5) 设 [a) 为 (S, ) KAWAH b 2 a. Vz € [o), M z 2 a, 
Mimi zb>ob>a, MB rCa:b 又 设 tea:b , Hj bt > a, Bj 
bt € [a), && t c [o). 

反之 ， 如 果 [o)—0:5, Vb X a. V zy € l[a), mA zelo, 
WW x ža, h la) = a77 HEH ye [2). 

”下 面 我 们 讨论 P-Q 序 半 群 的 有 关 性 质 . 
定理 4.2.4 yt S 为 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 立 ， 
1) S > Q 半 群 当 且 仅 当 8 到 (S,-) 的 主 理想 集 的 映射 
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pian Ia, Va € S REI; 
2) S 为 Q 半 群 当 且 仅 当 [a) C Df, Vae S ; 
3) 5S 为 P-Q ERA AMS (S,-) 的 任 一 主 理想 Ia Va € 
S 47% [a) BH; 
. 4) (S,-) 上 存在 关系 “<1” 使 得 (S, 51) 为 PQ 序 半 群 当 
ARS SHE 


(Vabe S) I, I &a-b. 


读者 可 参照 定理 4.1.6 给 出 证 明 . 


定理 4.2.5 # (59, «) 是 PO 序 半 群 ， 则 
1) S? 是 0 可 消去 的 当 且 仅 当 


(Va, b € S) [b) U (072) = ab : a; 


2) S? 是 可 消去 的 当 且 仅 当 5。 为 0 可 消去 的 且 0 : a = 
(0), Va € 3. 


证 明 1) 88 bu (ra) C ab:a. i x € ab:a, Ni 
ar 之 ab. 因为 5? 为 OH, FE y € 5? HB ar = aby. 如 
果 ez 一 0 W z € (0:a) C [D) U(0:a); 如 果 az z 0, 由 假设 
x = by > b, BLA z € fb). 

RZ, #2,4,6 € S H ax = ab # 0, WA ra > ab, 
z € ab:a = [b u (07a). XJ, ab > az 得 出 bE (az:a) = 
[z) U(0: a). 因为 0 在 已- 序 半 群 中 是 最 大 元 , 由 假设 az = ab A 
0, kt z € [b), b € [z), Bl b= z. 


2). S? 是 可 消去 的 ， 当 然 是 0 可 消去 的 ， wz E 0 :wm 
那么 az = 0 = a0, 因此 = 0. RZ, 设 ar = ay £ 0, HOM 
z =y; WẸ az = ay = 0, H% 0: a= {0}, FA 2 gy 50. O 


命题 4.2.6 i SX P-Q 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 立 ， 


-171- 


1) (Ya,b € S) [a) N [b) = a(b: a); 
2) 假设 a € S, [a) % (S,-) 的 素 理想 ， 那 么 S 中 每 个 非 堆 
元 的 阶 是 无 限 的 . 


证 明 1) Hoe [a)n [b), W z > a,b, Eye S KB 
z = ay > b, 因此 x E a(b:a). RZ, 设 tE a(b: a), WHE 
v Eb: attt t = av > a,b, BI t € [a)n fb). 


2) 如 果 ac S, 存在 最 小 的 m c Zt 使 得 an = att, 
Vk >0. Hx 


k-—g(n—-1)Trr, q20,0cr«mn-1, 


— oq" ** 一 am+S(m 一 1 二 7 一 afs+l)fn 一 上 +r+1 


= alr-D+trtlon—l 


HAS 已 序 半 群 ， 所 以 a" > atl 0)+r+l. 又 因为 on € [a") 
Hal g [a"), 因为 [o") A (S, -) 的 素 理想 , MA attt e 
fo”), 再 此 a^ = attt, 重复 以 上 过 程 ， 得 on = a't, 而 
r+l<n, Xin 的 选择 矛盾 i ofa) = oo. 口 


S —[0,1), S 关于 整除 关系 , Hla < bo Fee € S 使 得 
b= ar 和 普通 乘法 构成 P-Q 半 群 . WH Ye E (0,1) x" X4 z^, 
m#n. 但 是 [0, 3] C [0, 1) X (S,-) Wæ, (3)? € [0, 3], 但 
2 g [0, 1], 所 以 [0, 1] 不 是 S 的 完全 素 理想 .其 实 


[5,1): 


ll 


(seS|z2 i) 
(resiGaess 
laju {i= [0,3] 


这 说 明 上 定理 中 2) 的 道 是 不 成 立 的 . 


il 
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$3 BRL 


蕴涵 半 群 (implicative semigroup ) 是 根据 蕴涵 半 格 的 研究 
思想 由 Chan 和 Shum!) 在 1993 年 提出 的 ,本 节 主要 讨论 蕴涵 
AERE B9 [ax A BF E J. 


— N FERE (S,-,<) RAABE, MRS 上 还 有 一 个 
二 元 运算 “*” 满 足 
(Vz,y,z€5) ZT*Y zzy. 


GEBWGER (S, < h, Yzy E S, zi <2, rA rez. 
又 (r*z)y€ y, Aliz*z Syry. WH, yxy does, 因 
wh, rsr=y*y AS PORK (RAH 1) 


例 4.3.1 HS = {14,0}, S 关于 下 列 的 乘法 “” 和 二 元 
关系 “<” 为 负 序 半 群 . 


= {(0, a), (0, 1), (a, 1)}. 
定义 5S 上 的 另 一 二 元 运算 “*” 为 
(Vzr,y€ S) cey=1. 
(S,-,<,*) JAWERE 1 不 为 S 的 单位 元 . 


9 4.3.2 H S= {1,0,5,0},5 LMREZRM—LKA 
定义 如 下 : 
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:= {(0,@), (0, b), (0, 1), (a, 1), (b, 1)}. 


则 (S, 48) "T N FEH. 如 果 S 为 蕴涵 半 群 ， 则 存在 5 上 的 二 
元 运算 “*” 使 得 
ZT*Y ze sy. 


EX a? = 0 < b; ba =0 < b, Aita<a+bb< a+b, 只 有 
a+b=1,% la=a <b, FH. XWH S 不 是 蕴涵 半 群 且 有 单 
位 元 . 

”以 下 我 们 总 考虑 最 大 元 荆 也 为 单位 元 的 蔓 涵 半 群 . 


命题 4.3.3 设 SOHEMCER, Ri yz,y,z ES, FRR 
成 立 ， 

l)zzZlzsrz-—lozzclsz, 
2)s2Xz*zr?; 

3z&zyszr; 

4 WRrzylr*«z2ys*zz*mEz*y; 
5)rZyersty-l; 

6) x» {y * 2) = (zy) * z ; 

7) z <y* (zy); 

8) 如 果 S up, Waxy < sxe sy,VesES. 
-ERA ”由 定义 我 们 可 以 容易 推出 1), 2) 和 3). 


4) WA yez<y*z, 所 以 (yzy sz. 因为 2 之 
因此 (y*z)z < (ys zly sz, ysz m«z. 类 似 方法 可 得 


ZR DZ *Y. 
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5) ka<y, 4), le=rcrrsaxy, Acryl. & 
2, WRery=lise+y, AK iz=ecy. 

6 $ u= z» (y * 2), t = (£y) * z, Wl us < y * z, 进一步 
X, u(zy) < z, RI u < (sy)*z =t. RZ, try) <z fit 
tEc*(ys*z)-u. 

7) Hi 5) fü 0), HX ox (y* (2y)) = zy * zy = 1, 所 以 
z < y + (2y). 

8) & t= (wry) * (sz * sy), u =xr*y, Mur cy A 
t = ((x*y)sr)*sy. X usz < sy, 因此 


t = ust * sy > sy *sy = 1. 
W t= 1. H5) Boxy S sxx sy. o 


, 定义 4.3.4 设 (S, 5%, x) 和 (S’,9, <4) L3 Lu a OE 
FÉ 如 果 汪 到 S 的 映射 Qa 满足 


(Vz,y € S) o(z*y) = a(x) * a(y), 
a 称 为 S 到 S" MAM AMR. 
定理 4.3.5 i (S,-,<,*) f (So, S, «) RATA 
群 ，a S 3) 5' roS EARS. DN RAE SORGE 
1) a(1) =V, S" 的 最 大 元 及 乘法 单位 元 ; 
2) a 是 保 序 的 ， 
3) a RER AA, 
4) F =a7!(1') * S mF; 
5) o BRAMMER F = c (V) = (1). 
证 明 根据 命题 4.3.3 , 1) 802) 显然 . 
3 Raye S, WA a 为 满 射 , 所 以 存在 z ES 使 得 
a(z) = a(x) o a(y). 
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o(zy) = a(z) = a(zy * z) = ales (y * z)) 
a(z) # ay * z) = a(z) * [a(y) # a(2)] 
= [a(z) oa(y)] * a(z) = a(z) o a(z) — 1, 


& o(zy) < a(z) o a(y) = a(z). 
另 一 方面 ， 因 为 


a(y) * a(zy) = a(y * (zy)), 
由 命题 4.3.3(7), x < y + (xy), 所 以 o(z) € aly * (zy), 即 
a(x) < aly) * a(zy), 也 即 o(z)o(y) < o(zy). 
4) H2) 和 3) 可 容易 推出 . 


5) WR o 是 半 群 同 构 , BA F= (1). RZ, MRF = {1}, 
o(z) = aty), Bit 


a(x « y) —o(z)*o(y) = — z«y€ F— z«y—1- zy. 
类 似 地 ， 从 oly +r) I By <x. Ast z — y. d 
我 们 这 里 给 出 滤 子 的 一 个 刻画 . 


定理 4.3.6 it SAREE, SHIESTR PRS OH 
WFAN i) tef icryeF Are Fk, MyeF. 

证 明 H FA SEF, BRIEF; ke«yehrce F, 
则 (r*y) € F, X (£ xyz <y, AT y EF. Rž, 设 
ry E F, HA x,y 2 zy, 所 以 zy € F; Xit reF,yeF, H 
2 rzy*(ry) RA y+ (ry) E F, 由 假设 eye F. RHE F, 
csyHr+ey-leF RRRB YC F. 口 


PRR TRE, HD zy = yr, Yr yE sS. 
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引 理 4.3.7. d (S,.5,*) ATRBBER, FASH 
wy. EMS 上 的 二 元 关系 p ; (zy) Epe (Jee Flas 
y,cy € x. 则 p 为 S 上 的 凸 同 余 关 系 . 


证 明 ”容易 验证 p AS 上 的 同 余 关系 . Beo<yszH 
spz, 存在 < 使 得 cz < zez S x. AIE cy < cez <r, cer gresy 
故 (z,y) € p. . HD 


引 理 4.3.8 dt S 和 与 上 定义 一 致 ， 则 S/p ATRA 
mE. 


证 阴 (5, <, +) ye EE, WW (S/p,-) 为 可 换 半 
群 ， 在 .S/p 上 定义 二 元 关系 如 下 ， 


<: = (D) (y) € S/p x S/p | (Ya € (x)p) (vb € (y)p) 
(ac € F) ca < b}. 


则 可 验证 (S/p,-,<) 为 可 换 N 序 半 群 . V(z)p, (jp € S/p, 定 
X. (z)o * (Wp = (x * Ve: 我 们 可 以 验证 这 个 定义 是 可 行 的 ， 

即 设 (21,%) € p, (yi, y) € p , W (z* V)p = (x; * Yi)p- 设 
(z)p(x)p < (Wp U V21 € (2)p, 21 € (£) yi € (Y) 在 cEF 
使 得 czlzl € yi, Bl cz < zii, (zp 3 (s1441) = Co 

(z)p * (y)o- 故 (S/p, 5, *) ARN BER, BA (S,-,<, +) 
f (S/p,-, < *) ARAB. B 


平行 于 一 般 代 数 系统 的 同 态 定 理 ， 我 们 给 出 殖 涵 半 群 的 同 态 
基本 定理 . 


定理 4.3.9 ho HRA MER (S,-,<,*) 到 (9, x, €) 
HMR AS. Wr 6 为 S 到 (S/p,-, S, «) HARB 
态 映 射 且 Kerf C Kera, MEE (S/p,-, <,*) 到 (5',., &,») 的 
HRB y 使 得 = Yo PB. WH, mE Kerf = o^!(1), W 
"y JÉ RA [S] ALL D. 


证 明 我 们 仅仅 证 最 后 情况 , 设 KerB = a7 (1), 设 ale) = 
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aly), Rl a(z x y) = I, AIE z«y € a-!1(1) = Kerg， 类 似 地 
y xz E€ Kerf. &c-z«yd-ysz, W cx S y, dy € z. 因此 
(ed)z € y, (cd)y S x, 故 (z)o = (y)o, 这 就 证 得 y BAH. o 


本 节 最 后 我 们 讨论 林 换 覃 涵 半 群 小 子 的 生成 问题 . 


命题 4.3.10 设 4 为 可 换 列 涵 半 群 5 的 非 空子 集 ， 则 A 
生成 的 盖子 <A> 为 


{2 € S | an * (+--+ (a, x £) ++) = 101,02, ,an € A}. 
证 明 令 


B-í(zeS|a,*(-*(ai*2)--) 21,201,023, on € Ap. | 
MBAS MET. wWreBylzWife,a.acA 
使 得 . 

7 an * (^ (a a)i), 


由 命题 4.3.3, 


1 Gy * (+++ (a*a) ) Sage (+ (ay *y)---) € 1, 


k y E B. Xi&ze Bye Bh < ys (ry) fü y * (zy) € B, 
存在 01,02,:--,as € B 使 得 


an (e (aas (y+ mg) s) m 
因为 9 ay, BrEL Va, b,c € S, ax(bec) = be(axc). 因此 由 上 式 得 


y * (ay, * ( x (a, * (my)) «---) = 1, 


Bl y €as*(---*(ai*(ry))*--). My € B, HE bi bo, b € 
S 使 得 
bm 人 一 1 
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因此 
1 = by, * (--- + (by & y) * °°) 
bm (ox * (Gn * (+ x (a1 + (zy) te SL 


1A 


k zy € B. X Vac A,asa=1, Mac B. 
LRF ASAR ART, rE B, HF aasan E 
ACF 使 得 


Gy * (+++ # (a, *2z)--)=1LEF, 


nw. 
Gn «(Qn *(---* (a1 * £} )) EF. 
因为 
Gn (an * ( * (1. * Z)+++))) & ani * Co (i m) +++), 
所 以 o ix (… (al yzj，…) € F, 重复 以 上 过 程 我 们 得 出 z EF, 
即 B 为 包含 4 S KENET. n 


为 了 方便 起 见 ， 在 Oy * (e (Ql* ZT)…) 这 表达 式 中 ， 当 
a = 41 =a, 二 Qn 时 , WH asc. 不 难 从 上 定理 看 出 Ya € 3, 
«a»-í(zeS|ax"r-1,ncZ*j. 


定理 4.3.43. d F AW AE WEE S 的 非 空子 集 ， 则 F 
BRT SARS 


(vu, v € F) (Vr e S) v*(u«z) € Fare F. 


证 明 由 命题 4.3.10, 设 FP 为 滤 子 ， 则 


r€cF»-F 
= (y€S |a, «C(ai 2) ) = 1,215,227, an € F}. 
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反之 , Hac F, i ar(a+1)=1, HRRIE F, kre Fr<y, 
W|l*(r*y-—1*1-—l,&ycF RR ay EF, 则 
ge (y(cy) = 1. 因此 cy € F. 口 


命题 43.12 i$ SE WERE, Fou SHEFE 
a € S, iil 


< FU{a} »-í(zeSlas"zeF,neZ*) 

证 明 $ B-—í[zeSlas"zeFneZ ^. W BA% 
F. BRE, #reEeB <y Watz=ue F, AH 
a+” (uxz) -ux(a*" z) = uxu=1e F. 


Mast"(utz) € as" (uxy), 所 以 a+” (usy) =1=u+(ax"y), 
Pj u cary, Hi as" yc F, Ai y EB. RR z,ycB, 在 
E née Zt ff& a z € 下 ,从 而 由 


aa z X as" (y» (zy)) . 
fu =a" (y* (zy)) = y * (a +” (xy) € F, B 


| wey (a4 (9)] = 1 = y= (a €" (us (ay) 
A yas" (ux (zy). 


X yEB, 存在 me 2Z+ HR ax"yove F, RNA 


1 = vxv-—v*(axs" y) as" (vey) 


X aX" (v * (a e” (ux (zy)))) = v* (ux (a xt” (zy))). 
由 定理 4.3.10 , a "^7" (zy) € F, BI zy € B. 


HAANS FH {a} 的 5S HET. wee B #enE Zt 
fef a*" rc F C A, N 


a*(ax^7 rja € As arfai z)a ax"! z c A. 
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重复 以 上 过 程 可 得 a* XE A. X a(a«z) € xz, W z € A, Ak 
BCF. 
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SLE MIR 


本 章 所 论 及 的 几 类 格 序 半 群 是 所 有 格 序 半 群 研究 中 最 基本 的 
儿 类 .它们 代表 了 特殊 类 格 序 半 群 研究 的 基本 方法 其 他 类 格 序 
半 群 ， 如 Artin! 半 群 、 可 除 1 半 群 、 具有 吸收 性 的 1 半 群 、 右 格 
序 半 群 、 工 德 金 格 序 群 。 Brouwierian WEEE, WIRES 
者 可 参见 [56—71] 等 . 


81 sl 理想 与 格 序 同 余 


设 3 为 格 序 半 群 (! 半 群 ), 如 果 9 是 分 配 的 , 我 们 也 简称 为 
di 半 群 , 在 第 二 章 我 们 已 经 知道 5 的 格 序 同 余 (1 同 余 ) 格 LC(S) 
是 完备 格 . 本 节 我 们 主要 讨论 格 序 半 群 的 sl 理想 和 1 同 余 之 间 的 
关系 ， 主 要 结果 来 自 [72]. 


BOLICS, [HASH s MM, 如 果 工 为 5 的 关于 半 
群 结构 (S,') 的 理想 ， 了 称 为 S 的 1 理想， 如果 IX (S, VA) 
的 理想 . inj I HEX s 理想 也 为 1 理想， 我 们 称 了 为 ol 理想 . 

定义 5.1.1 i pug LESE S Wa, MRI EH S/p 
有 最 小 元 ep， 

Kerp = (a € S | (a,€) € p) 
BA p 的 核 . 
显然 Kerp 为 5 的 sl BM, MES AR, RI co S 

的 最 小 元 ， 这 时 对 任意 PE LC(S), Kerp HE. 

(25.1.2 有 最 小 元 e 的 格 序 半 群 S 的 sl 理想 集 是 完备 
格 . 
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证 明 设 SL(S) 为 S 的 所 有 si 理想 集 ， 则 SL(S) RFR 
合 的 包含 关系 构成 偏 序 集 ， 有 最 大 元 S 且 S 的 任 一 si MERZ 
交 仍 为 sl 理想 ， 根 据 第 零 章 有 关 结 论 ， SL(S) 为 完备 格 . 


设 ,Ts € SL(S), jid 
hvlh-í(reS|(Qnehn)(3yebh)zzmVy) 


则 avh 就 是 格 SLS) 中 元 素 五 和 五 的 并 ,事实 上 ， 设 
z,Qy€h V Dh, FE ym, zi € hyo, zo € D 使 得 
| £ Xy Vyny £z V 22, 
R ` 
(Vs € S) sr < sy, V 892, Ys < AS V y28, 
zVyzüniVvonm)V(y V 22), 
则 (WseSbevyehvh, sr,zsc S. W@rehvkh,yes 


且 3 < zi &EXüEychvl,B vl 为 5 的 包含 石和 
h 的 sl 理想 ， 设 了 包含 五 和 五 , 容易 看 出 五 V 五 SET， a 


引 理 5.1.3 — dt IA 以 半 群 的 sl BA, or AS 上 的 二 
TRA, 
p1 := ((z,y)e Sx S|(Hie)zvi—yvi), 
W1) pr 为 3 的 ! 同 余 2) L^ pr mg. 


证 明 1) 仅仅 为 验证 ， 略 去 证 明 ， 2) Reel, (z,y)€ 
pry E€ 3 , 则 存在 i € 了 使 得 Zvi 二 yVi 因此 yy siv 
y-zVicl,Wyel, zp CI 另 一 方面 设 y EL AA 
zV(rvy)-yV(zVyhzVytel,ik(y,z)€born Bl y E€ zpr, 
Ast I = zpr . 因为 


(Va € S) apr ^ zpi = (a A £)pr = zpr, 
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所 以 zpr 为 S/p; 的 最 小 元 ，Kerpr = (y € S| (y, x) € pr} =I. 
口 
下 面 我 们 给 出 格 SL(S) 和 LC(S) 之 间 的 关系 ， 


定理 5.1.4 HSH deR, Me SL(S) 可 以 1 嵌入 到 
格 LO(S) 中 . 


证 明 to SL(S) 8l LC(S) Kwi, pU) = po, VI € 
SL(S). WẸ p; = ps, 则 Kerpr = Kerp;, 由 引 理 5.1.3, f= J, 
BREL 为 单 射 ， 显 然 


Pins € pr py, 
& (x,y) € pres, BE i € his e h 使 得 
gzVi = yV i1, TV iz = y V ig. 
因此 
£V (i^i) = (TVi) A(z Vig) 
| (y V à) ^ (y V i2) = y V (à A^ ia), 


即 (x,y) € PrIAJ， 这 时 我 们 有 


pr ps € PIJ. 


由 上 证 明 得 prnpr = pras (*) V (my) € er WV pr, 存在 
Q1,02,°°',@an-1 c S 使 得 


zpra1pja2pIG3 ---Gan-1pJ¥, 
即 存在 inin i EL, 52, E J 使 得 
| zVi = a Via Vj = Vj, 
ao2n -2 V in-1 = G2n-1 V jn—1s 


025-1 V jn = V V Jn. 
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因此 ， 
EV [(i1 Via v. Vin) V (HV ja VV jx) 
= yVWVl(Gwviav---Vi)v(AVv3ja V: Vj) 
Bl (x,y) € prs ,我 们 证 明了 pi V py C prvy - 
另 一 方面 , it (z,y) € priva , 存在 i E IVI 使 得 z Vi = yvi. 
由 了 VJ atm. Fen € Ly EJER iy Vy, NIE 
£V (y1 Y y2) =y V (n V y2) ,因此 可 得 
(mv ya (y V 92) € pr, ((z v m) (y V 9) € pr. 
因为 .pf, p; 为 ! ae, 
(xz, a A (y V y2)) € pr, ((@ V y1) Ayy) € ps. 
因为 
(y ^z) V (ya A T) V ya = (y^ x) V ya, 
{y Az) Vy = (£ Ay) V(n ^v) Vy 
Bib, (yVy)^aez^y)€pn(z^w(zVy)^y) € pr. & 


上 所 得 
(x,y) € (oro pj)? € pr V py, 


即 piva C pr Ves. & piv — pr V ps (e). 由 (+) 和 (x) o 
LEER S Tg 口 


设 5S 的 任意 i 同 余 的 核 Kep 均 存 在 ， 我 们 可 以 定义 
LC(S) 上 的 二 元 关系 Ker 


(pı, 2) € Ker €» Kerp; = Kerpo. 


则 Ker 是 LC(S) 上 的 等 价 关系 . 设 S 为 dl 半 群 且 有 最 小 元 0， 
M Vp € LC(S), Kerp = 0p, 这 时 不 难 验证 Ker 为 LC(S) 上 格 
同 余 关 系 . 
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定理 5.1.5 假设 3 为 坟 半 群 且 包含 最 小 元 0, 则 格 SLS) 
和 格 LC(S)/Ker 是 1 同 构 的 . 


EB bY: SL(S) > LC(S)/Ker | I > p;Ker, WHE 
W 5.1.44 为 单 射 . Vee LC(S), it Kerp = I, 由 引 理 5.1.3 , 
prKer = pKer , 则 (7) = pKer, MA 4 AWA. HEM 5.1.4 
的 证 明 不 难得 出 y 为 1 同 构 映射 ， 口 


定理 5.1.6 i SH dH, I3 S 的 sl 理想, WW or 和 
下 面 定义 的 pi 


(a,b) € p! & {z ES] (Yei, c2 € S') acz Ax € I) 
= {z€ 8S | (Yc, e2 E€ S!) eibeg Ax € I] 
分 别 为 集合 {p € LC(S) | Kerp = I) 的 最 大 元 和 最 小 元 . 


证 明 KARTEN F 也 是 核 为 了 的 DA. d o! 的 定 
义 不 难 验证 p! S 上 的 等 价 关系 . 
i (a,b) € p! Vc € S, W Ycee € 3), 


. {z € S |ea(ca)keg2^z eI) = {z € S|(ec)ae2 ^x € I} 
= (ze€Sl(ce)be^zel)-(z€5]|oa(c)a^zeI), 
所 以 (ca, cb) € pl, 同 理 得 (ac, bc) € pr . 另 一 方面 ， 因 为 
{zES|a(eVva)cgAz € I} 
= {xE€S| (eee, V eae) ^ z € I), 


如 果 e(cva)s^zel,W|eco^rz ciac2 Arel. AF 
(a,b) € pl, 从 而 ciccz Az;clpcs Ax € T, Bn 


(ceea ^ z) V (cibcz ^ x) = afe V b)e2 ^ x € T, 
结果 
{rE S| e(eva)a^z€I) 
€ {rEeS| alev der Azé I}, 
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对 称 地 我 们 可 证 反 向 包含 关系 也 成 立 ， 即 (ave bve) e pl. 同 
BW (a^cb^c)epl. 以 上 证 明了 pk HS Els. d 
ic€l,acSH (a,i) € pl, 则 Yc ce € S}, 


{eES|caaanAreI}={reS|ainArel}=S, 


因此 ire S|aAxzeEl=S,hacl. A-Fh, Vael, 
不 难看 出 (a,i) € pl, KIA o! 36. X Vr € S , zp! nip’ = 
(r^i)! = ip! ,所 以 ip! 为 S/o’ 的 最 小 元 , 即 Kerp! =l. 


假设 pe LC(S) H Kerp = I, X (z,y) € pr, 则 存在 
ie 使 得 zVi=yvi 从 而 


(x V i)p = rp Vip = zp = yp = (y V i}p, 
BN (x,y) € p. X# (a,b) € p, W 
(Vei, c» € S.) (Wx € S) (clacz ^ z, e1bea ^ x) € p. 
“如 果 clacz ^ z € I, AA Kerp = I, Bibl eibeo ^ z € I, Bl 
{z € S| ciae; ^z € I) C {z € S | bes ^z € T), Ver, eo € S; 
反 向 包含 关系 可 类 似 得 出 ， 由 此 证 明了 (ab) c pl . o 


由 以 上 证 明 我 们 已 知道 ,如 果 S 为 di 半 群 ， 则 3 的 任意 al 
理想 必 为 8 的 S 的 某 个 ! 同 余 的 核 。 下 面 我 们 仅 看 S 的 [理想 
( 格 理想 ) . 


定理 5.1.7 ”如果 PRE BAS HRT aw 
B. WS 一 定 是 分 配 的 . 

证 明 MRS 不 是 分 配 格 ， 则 5 中 必 包 含 五 边 形 Ns = 
{a,b,c,d,e} MBB Ms = {a,b,c,d,e}, 其 中 最 大 元 为 e, 最 小 
LA d, aA dis, olla 设 工 = (al, 则 了 工 为 3 的 :理想 
由 假设 了 为 5 的 某 个 IRR OM o2. U (ad) Ep ,因此 


(b v a,b v d) = (e,b) € p, 
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结果 (c,d) € p,c 二 cAe,d 二 cAb, 这 和 了 为 p 类 矛盾 . 口 


由 第 四 章 我 们 知道 在 负 序 ! 半 群 中 ， 任 意 ! 理想 均 为 sl 理 
想 ， 所 以 由 引 理 5.1.3, 定理 5.1.4 得 


定理 5.1.8 设 S GUT 了 半 群 ， 则 9 为 分 配 的 当 且 仅 当 
S 的 任意 一 个 【理想 为 3 mx Bs. 


§2 i 半 格 


本 节 我 们 主要 刻画 格 序 半 格 (! 半 格 ) HAR. 主要 结果 来 自 
[73] . 


一 个 1 半 群 S 称 为 ! 半 格 , 如 果 S 为 半 格 且 (Ya,b e S) ab < 
a ^b. 显然 任意 l 半 格 是 负 序 格 序 半 群 . 我 们 已 经 知道 负 序 i 半 
HM si 理想 和 | 理想 一 致 . WE P 为 sl 理想 (D 理想 ), P 称 为 素 
的 ， mMRabeP Shae PRbEP; PHKHL RH, inm 
aAbEP 导 出 aEP 吕 或 bE PP, Va,be 5S. 根据 分 配 格 的 有 关 
性 质 ， 我 们 有 


命题 5.2.1 S 为 负 序 分 配 的 1 半 群 J 为 S 的 sl 理 
HMagil,ae s, 则 一 定 存在 一 个 1 素 的 sl MHP (38 IC P 
Hag¢gP. 

推论 5.2.2 iW S ARE AN LKR, WS 的 每 个 真 的 
5 理想 一 定 包 含 在 S 的 某 个 [ 素 的 sl 理想 之 中 . 


推论 5.2.3 H 9 为 负 序 分 配 的 1 半 群 ，a,bESE 有 azb, 
WHE S 的 了 素 的 sl AE P HA atb, Mae PbgqP 或 
bePagP. 


推论 5.2.4 负 序 分 配 AHS 中 的 每 个 真 的 s 理想 了 是 
包含 了 的 5S 的 所 有 Sm si 理想 的 交 . 


以 上 结论 的 证 明和 分 配 格 有 关 结 论 的 证 明 类 似 ， 赂 去 . 
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下 面 我 们 考虑 上 - 半 格 S. BPAS HE sl BH, BNE 
义 仿 上 的 二 元 关系 pp 为 


(x,y) € pp €& z,y € PR, y ¢ P. 


定理 5.2.5 op A S Em iS. 


证 明 ”容易 看 出 pp 为 S 上 的 等 价 关系 . 设 (ab) € pp, 
Vc€ S, in a,b € P, ll ca, cb € P; ini& a,b g P, Ml ca,che P 
或 ca,cb g P. 事实 上 ， 如 果 cag P,McgPHagP,M 
m bg P cbg P; 如 果 ca PAA PAED, MuceP x 
a € P. MẸ ce P, W cbe P; mac P, HA (a,b) € pp, A 
此 chc P. £x Eit, (ca, cb) € pp. 


另 一 方面 , itavcc P, ac P,cc P. BX (a,b) € pp, 
MA beP,AmbvceP;mRavcgP,WmbvcgP. 否则 
bce P, KMiiace PRavee PFE. 以 上 证 明了 当 (a,b) € 
pp, Vc € S, il (aVe,bVc) € pp. 同 理 可 证 (aAc,bAc) € pp. 


a 
设 4 为 了 半 格 S 的 所 有 sl RAER PS) NTR, 4 


pa 7 (Mor | Pe A}, 
则 pa Sie. fri, 
(zy) € pA x,y C P Ray P, VP € A. 


设 PAK si 理想 ， 则 S/pp 只 有 二 个 元 素 (zpp.ypp] ,其 中 
r€P,y£gP. BWx(r^y)pP = zpp, ML cpp <p ypp H 
(zep)(ypp) = zpp. 由 上 讨论 S/pp 是 一 个 全 序 半 群 且 zpp 为 
Sjpp W337, H S/pA 是 (S/pplpca 这 一 组 全 序 半 群 的 亚 直 
A. 
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引 理 5.2.0 HRSA EK, HCS, WMHES 中 生成 
的 sl 理想 为 


<H>={zeS|2< V aia €H}, [I| < oc. 


证 明 为 直接 验证 ， 咯 去 . 


引 理 5.2.7 W SOS LX, abes H a+b WEES 
的 素 ol 理想 PP 使 得 PHA ab. 


证 明 Habe Sa Xb, Mab THR, Row a <b 
alld. SAAS 的 所 有 包含 a 但 不 包含 8 的 ol 理想 集 ， 则 
A x: 0, AX (a] 为 sl 理想 ,但 是 bg (a]. 由 Zorn 引 理 ， AP 
存在 极 大 元 P. 下 面 我 们 证 明 PA S 的 素 sl 理想 ， 事 实 上 ， 设 
zy € P, WẸ zg Py P, WW 


< xz,P >= {z € 5| (Gpe P)z<zYp), 
«y,P»-(weS|(3peP)wzyVp). 


AA < zr, P >D P,< y, P >5 P, MH be< z, P > NY,P>, 
即 
b =be<2,P >< y,P >C< ry,P >=P, 


T. n 


X: 5.2.8 LAE S 为 ! 半 格 当 且 仅 当 S 可 表 为 一 些 全 
序 半 格 的 亚 直 积 . 


证 明 ”我 们 仅仅 需 证 必要 性 . 设 5 HL ER, MWe = 
(Mer | P € P(S)}. 事实 上 , 由 引 理 5.2.7, abe Saf b, b 
有 PEP(S) 使 得 a€E PbgP 或 ag P,be P, E (a,b) € pp. 
故 = (Ver | P € P(S} mor. 由 此 可 得 S BERR 
{S/ep}pers) 的 亚 直 积 ， 而 且 每 个 序 半 群 S/pp, VP € di 
是 二 元 素 全 序 半 格 ， 
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推论 5.2.9 任何 ! 半 格 是 分 配 的 ， 


在 前 面 我 们 已 经 知道 ， 给 定 P(S) 的 任意 子 集 4, 我 们 可 以 
Hi bo S 的 一 个 1 同 余 pa, 现在 我 们 问 : BES 的 任 一 
同 余 均 可 这 样 构 造 呢 ? 下 面 我 们 来 回答 这 个 问题 . 


引 理 5.2.10 i Sog Lo, P,Q EPS) RP Q, IN 


ppMpo-r. 


证 明 Va,y E S, 设 z,y E POQ È z,y g PUQ, qi 
(z,y) € pp V po. 下 面 我 们 考虑 其 他 情形 . 


情形 I Rye PUQBrEPUQ, RNA 

1) mH y € P\Q, W (x,y) € pR C pP V pq 5 

2) WẸ y € Q\P, Bl (zy) E€ op Cop V pg ; 

3 MRye PNQ, KAA P ZQ, feft ze S 使 得 
sePzgQHigPiBzcQ Rik zE Pz ¢Q, W 
(z,2) € pa, (z,y) € pp, Wp (x,y) € pa V pP. 


fhe RrzcPnhnQygPnQ,mEycPEyeQ, 
M (z,y) € pp & (z, V) € po; SUR y E PUQ, 类似 于 情形 1) 
我 们 有 (2,4) € PP V pe . 综 上 所 述 ， pp Y pe 二. 


$E 5.2.11 $ S ixk&, AC P(S.o S8 
S/pa Ri i a, SR Pc A, W Po X S/pA Rh si BRB 
P -(Ppy. 

证 明 PEA, BARE Pp S/pa 的 sl 理想 ， 设 
z,y € S/pA H zy € Pp, FE a,b E S,cEP 使 得 x==ap,y = 
bo, zy = (ably = cp. 由 pa EM, abe P, 由 P ARMA 
BacPRbeP, Mere Pp Rye Py. BA PC(Po)e 1! 
设 zE (Pe)p', Ml zy € Py, EE y € P EA ry = yp, 从 而 
zE P, k (Pyp =P. o 
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定理 5.2.12 设 5 为 1 半 格 ，p € LC(S), ps m, 则 存在 
A C P(S) 使 得 p= pa. 


HEAR Wb oz m, HISIER 5.2.7, M P(S/p) 0, W ow S 
到 S/p t l AA, 


A= (Pg! | P € P(S/p)}, 


则 AAO, 下面 我 们 证 明 P= ps. 不 难 验证 Pp-1 S HH sl 
理想 ， 即 VQ € A, 存在 S/p 的 素 sl 理想 P E Q= Po. 


设 (z,y) € p, WM cp = ye. 对 S/o 的 任 一 素 sl 理想 
PA rp = yp € P Rep = yp ¢ P, BM x,y € Po R 
z,y € Pp, 因此 (x,y) € pa. RZ, B (zy) € p, W mp F yy, 
由 引 理 5.2.7, 存在 S/p 的 素 sl 理想 P 使 得 zp eP, yog P m 
zy € P, yọ E€ P. XRBRB veQuyeQurzgQucQ,x 
E Q= Po, 因此 (2,9) € pa. — o 


83 算术 格 序 半 群 


本 节 我 们 讨论 一 类 格 序 半 群 , 称 为 算术 格 序 平 群 , 是 Ciobanu 
和 Deaconescu [74] 在 1985 年 提出 的 ， 


定义 5.3.1 算术 格 序 半 群 (al SERE) 是 一 个 代数 系统 
(S, V, ^, u), 满足 : 

1) (S, u) RAH, u 为 其 单位 元 ; 

2) (S,V,A,u) 是 以 4 为 最 小 元 的 格 (如 果 S 中 包含 0 元 ， 
则 0 为 最 大 元 ) ; 

3) (Ya, b,c € S) a(bVc) = abVac,a(bAc) = ab ^ac B 
ab = (a V b)(a ^ b). 


由 以 上 的 定义 , 我们 看 出 算术 格 序 半 群 一 定 是 正 格 序 半 群 且 
是 可 换 半 群 ， 公 理 3) 中 ab — (a V b)(a ^ b) 不 是 没有 意义 的 . 例 
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如 如 果 S 为 可 换 的 ; 群 ， 则 


(a vb)(a^b) = (avVb)a(a ! ^b-')b 
= a(aVv b)(a v b)! b — ab. 


55.3.2 1) EN JERAR, N 关于 普通 序 关系 和 运算 
构成 格 序 半 群 且 有 单位 元 1 为 最 小 元 . N 为 算术 格 序 半 群 ( 实 
际 上 是 全 序 半 群 ). 

. 2) &S= {f | f : [0,1] > [0,1]}, 定义 


(f ^ g)(z) = max{ f(z), g(z)), ( V g)(z) = min(f(z), g(2)}, 


(f9)(x) = f(z)g(z),Vz € S, IJ S 是 算术 格 序 半 群 ，[0,1] 上 的 
(ABU u(x) — 1, Ve € [0,1] 为 其 单位 且 是 S 的 最 小 元 ，0 映 
射 为 其 最 大 元 . 

3) 设 工 为 分 配 格 ，e 为 工 的 最 小 元 , 定义 上 上 的 二 元 运 
算 ab—avb,Va,b € L, W L X MCRAEISERE. 

”我 们 需要 说 明 的 是 五 边 形 格 Ns MAE Ms 均 不 能 作为 一 
个 算术 格 序 半 群 的 承载 格 ， 以 Ms AA, WR Ms 上 可 以 定义 一 
个 二 元 运算 使 其 为 算术 格 序 半 群 . 设 Ms = {u, a,b,c, 0}, Rp u 
为 最 大 元 ， 0 为 最 小 元 ， 则 


zy = (x V y){z A y) = Ou = 0, Yz, y € {a,b,c}. 
a(b A c) = au = a # 0 = 0 V 0 = ab V ac. 


引 理 5.3.3 RS Jg ab EE, 则 下 列 各 款 成 立 ， 

1) #4,b,cE€S,a,b<c BH aAb=u, Wl abse; 

2) #a,b,ce€ Sab=avb He<b, I] ab—bvac; 
3) 设 a,41,42,---,a, € S, M 

i) &^(a123:-:a,) 2a ^ (a^ai)(a ^ aa)--- (a^ ag) ; 
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n n 
ii) aiaz- ap (M araz: ai-1aiti 7 an) AN ai) 
i=1 i=1 


(A a22 ai-1tit1 anj(V ai 


t=1 i=1 
di) 如 果 asa; = a; Vaj, Vi, j € (1,2, n), M Vk; € Z^, 


kı „ka kn — ki 
Q1 G3 +a," 一 V af. 
i-i 


4) DRS 的 承载 格 是 分 配 格 ， 则 


(Va,b E S) a? APP «ab <a? Vb. 


. ”证明 1),2) 和 4) 是 简 单 验 证 . 我 们 证 明 3), 这 里 仅 对 多 一 3 
的 情形 给 予 证 明 . n 为 其 他 值 时 可 以 类 似 证 明 . 
i) aA{aAa)(a A az)(a ^aa) 
= a A (a? ^ aaz ^ aa ^ a102)(a ^ as) 
= a ^ (a! A aaga Aaa” ^ ajaga ^ alas 
Aaagag ^ a1883 ^ 210203), 


因为 aa; > ua > u, aliaj > a, H da; > aa? > aij = 
1,2,3, 所 以 


a ^ (a^ a1)(a ^ az)(a ^ a3) = aA aagag. 
i) alezas = (a1 V a3)(a1 ^ a2)aa 


(a; V a3)(a1 ^ a2 ^ aa) [(a1 ^ a2) V aa] 
(a, V az)[(a1 ^ a2) V aa](a1 ^ a2 ^ aa) 


l 


: 194 - 


(aiaz V a183 V azaa)(@1 ^ a2 ^ aa), 


8180203 = (ai A a2) (a) V a2)a3 
= (a; Aa2)[(a1 V a2) ^ az] (a1 V a2 V ax) 
= (a189 ^ 8103 ^ agag)(a1 V az V aa). 
iii) att ght ks = atl gta, = 010203 (ak = a) 
= aj(a2 V ag) = 2182 V aja 
= a, V a Vas =a" v ak v a. 
. LI 
下 面 我 们 讨论 算术 格 序 半 群 的 结构 性 质 . 


引 理 5.3.4 dr (S, V, A^, u) 为 算术 格 序 半 群 ， 则 
”1 格 (5,V,A,a) 的 每 个 省 子 为 半 群 (5, ,z) 的 理想 ; 
”2) mA (5$,.,w) 是 主 理想 半 群 ， 则 [a) = aS,Ya€5; 
3) BIA (S,.,u) 的 素 理想 MSM A (S,V,A,u) 的 子 
格 . . 
证 明 1) HF ARS HBF, ac F, vbe sS, AA b> 4, 
所 以 ab > au > a, k abe F. 


2) 因为 [4) AWF, di 1) [a) = I(z). HA a € [a), [a) 为 
S 的 理想 ， 故 I(x) C la), X I(z) 2zS, Vy € J(z) RA y >, 
因为 a E€ I(r), x= a, 从 而 fa) = I(a) . 

3) Babe S\I,Wavoee SM. iui a^b ec I, W 
ab = (a V b)(a ^b) € I, RHI HRB, ira IHE CI, 
T. c d 


命题 535 设 5 为 算术 格 序 半 群 ，a € Sec E(S), 则 
下 列 各 款 成 立 ， 
1) g(a) = (€ S|a^z =u} 是 S 的 子 半 群 和 格 理想 ， 
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2) pla) = {b € S| ab=a Vb} 是 上 半 格 ; 

3) (a) = (be S | ab = a) 是 S 的 格 理想 和 子 半 群 且 
i(e) = (e] 为 S 的 子 算术 格 序 半 群 ; 

4)n(a) = {b € S | ab = b} 是 S ITERUERERIBR. 
n(i)— eS 为 S 的 子 算术 格 序 半 群 . 


TEAR 1) i$z,y€aq(a), Hl a^z = waAy =u, 因此 
ay ^A TY = yY, az A TY = £, 


aAzAy=aAdayAarArcy=aAzry=u, 
Bl zyz Ay Egla). X a^Azy—a^(rVy)(z^y)-u,itk 
uXa^(zVy)€Xa^zzy-u, 


EI tV yega) MERz2eES z<2, BRE q(a). 
2) 显然 . 


3) (a) 显然 为 5 的 子 格 和 子 半 群 ， 设 5 € ila),c <b, n 
ac = a(c^ b) = ac^a , Mu ac X a, X, S AER, MA 
ac 2 a, ji, ac =a , c € i(a). tS a — eb € ile), BW] eb — e, 
Kb<Se. KZ, Rae <e, Mer < ec? = eer > e, Ai a E (e. 
以 上 证 明了 i(e) = (e]. 要 证 明 i(e) AS 的 子 算术 格 序 半 群 ， 从 
以 上 证 明 已 经 看 出 i(e) 满足 算术 格 序 半 群 的 定义 是 最 小 元 为 u, 
FEA e. 

4) 类 似 于 3) 的 证 明 . 口 

定理 5.3.0 HS 为 算术 格 序 半 群 ， 则 

1) 如 果 (S,-,u) 是 可 消去 的 ， 则 (S, v, A) 是 分 配 的 ; 

2) 设 (S, u) 是 拟 零 半 群 有 (S]}>2,M abe SaF 
u,b Éu, WM ab — 0. MA (S,V,A,u) 可 以 作为 算术 格 序 半 群 
(S,+,V, ^,u) 的 承载 格 当 且 仅 当 4 是 有 限 交 不 可 约 的 . 
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HEAR 1) Habe S,vzcsS,mmRaA^zsz-b^A^z, 
avVz=6Vsza, 则 


az = (aVz)(aAz) = (b V z)(bAz) = bz, 


由 S ETHER, MA a=b. 


2) 设 (S,V,A,u) 为 (S, V, ^ u) 的 承载 格 ， a^b-u, 
nx aZubzu, WW ab — a Vb —0, iff a = au = afa Ab) = 
0^a? —0,b—bu—b(aAb) =0 Mu ZO HK. 

”反之 , 设 (S,-,u) 是 氢 零 的 且 久 为 有 限 交 不 可 约 , 则 格 (S, V, A) 
Æ (5,.,V,A,u) 的 承载 格 ， KXL, REF (S, V, Au) 是否 为 
al 半 群 即 可 .只 要 验证 ab = (a V b)(a^b),Va,b € S. WẸ 
a,b 中 有 一 个 元 为 单位 元 u, ab = (a V b(a Ab) 显然 成 立 ， 设 
& *ub*u. Meab=OHavif~u. in aA^b-u, H 
u AAETAUAR, a—umÁÓmb—u FR. Hita^b u, i 
(a V b)(a^b)-0. o 


命题 5.3.7 设 SX aL RE, RUF PLA SR 
71) (Va,b € 5) E(S) n (a V b, ab) = 

2) E(S) 为 S WT al EB ef evi; 

3) MAS 的 每 个 子 ol 半 群 均 没有 零 因 子 , 则 ECS) 为 链 ; 

4) [a,b]  S 的 子 al SERES RU a,b € E(S) B [a,b] C 
aS; 

5) MRS 的 承载 格 是 分 配 格 ， 则 ab e E(S) 当 且 仅 当 
aVb,aAbeé E(S); 

6) in S 的 承载 格 是 分 配 格 ，aAb c E(S) MHA a^ Ab" € 
E(S). 


证 明 1) Ravo<-2<ab, W (a vb)? < z? € (ab, 从 而 
z? > (a V b)(a ^ b) = ab, 当然 z2 # z. 
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2) i efcE(S,WMef2evf,X 


(ev fle f) 
(e ^ef) V (ef ^ f) =ef ^ev f), 


ef 


ll 


所 以 ef <evf, 故 ef — f ve. 

3) 因为 (ef] WF al 半 群 且 ef 为 零 元 (命题 5.3.5), 只 有 
ef 二 ff 或 e 即 f<e 或 f>e. 

4) 如果 [a,b] AE al BR, Mla % [a,b] HAAR, bw 
[a,b] 的 零 元 ， 所 以 a,b € E(S). 因此 Ve € [a,b], zb € [a,b], 只 
有 xb = b. BH la) C aS. (8138 5.3.4), 当然 [a,b] CaS. 反之 显 
A. 


5) RS BAH, abe E(S), 则 
(av 有 (aeA = a(a^b)Vb(a ^b) 


(a A ab) V (b ^ ab) 
= aVb=abe E(S). 


中 


X (arb)? =arbAab=aAb, ME a ^b € E(S). 
Rz, mRaVvb,aAbe E(S), di 2) Wi, 


ab = (a V b)(a ^ b) = (a V b) V (a^ b) =aVbeé E(S). 


下 面 我 们 分 两 种 情况 : 
情况 1: HUE a MO ATM, RHR a X b, M ab — 
be E(S), á =a ^b € E(S). | 
— m2: 如果 all8 B a^b «a, b«aVb, Mas a? «aV b. 
WE a= o, M ac E(S). ti a? >a, Ba? « aV b, W a? ||b. 
uL, WH a? b, o? > av, FE: MH a? « b, WM 
a « b, FA. 这 时 M; = (a^b,a,a?, ba V b) ASF S POE 
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AER, mS 是 分 配 格 矛盾 ， 现 只 有 a =a R a —avb 如 果 
a? — a V b, Bil 


a ^b — (a ^b)? =a? A ab^ ba Ab? = B?, 


FA. 因此 a € E(S). 类 似 地 我 们 可 证 5 € E(S). 


6) 由 引 理 5.3.3 可 得 ，a 和 bE E(S) Bia" Ab" e E(S) 
l 口 


引 理 5.3.8 d 5 为 主 理想 半 群 ， 则 S 的 每 个 元 素 是 并 不 
可 约 的 元 素 之 并 . 


TEAR 由 引 理 5.3.4, (S, V, A) HEP ITO S 的 主 理想 ， 
因此 格 5 满足 D.C.C 条 件 ， 故 S 的 每 个 元 素 为 并 不 可 约 元 素 之 
并 . a 


设 A(S) 为 S 的 原子 集 ， 我 们 称 al SERE 5 满足 条 件 (9): 
(S, 为 主 理想 半 群 旦 yz € Sja c A(S) , FE nE Zt 
RA a" £c. (*) 
引 理 5.3.9 V S 满足 条 件 (ceS He Au. c 是 并 不 
可 约 的 当 且 仅 当 存 在 a € A(S) 使 得 z = a^. 


证 明 iac A(S), Yn € Z+ 如 果 an —bvc. HX b< a^, 
WW b € I(a) = fa), Kae A(S)n (b. Xit ze A(S) n (b], 如果 
ra, 

z—z^a"-z^[[is^9-22z^«-«, 
i-1 

矛盾 ， 因 此 A(S) nb) = {a}. 由 引 理 5.3.4, b € [a) = aS, 存在 
c E S fE b= aci. X c € a", JE] T D LB, ci = ace € 
S. 重复 以 上 过 程 得 b= a"(m € Z+), BADF b 的 原子 只 有 a. 
同 理 可 证 c=a* (k € Zt), bV e= a™ v ak = gmaxi mk) — qn 
La m=nmk=n, il c= a" $ b= a", 
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RZ, 设 z ES 为 并 不 可 约 的 , WH s Aa (a € A(S), ne 
Zt), RA T Au WARS 5.38, 格 SWE D.C.C 条 件 ， 
故 存 在 原子 a € A(S) 使 得 a < z， 因 为 S 满足 条 件 (+), 由 引 
理 5.3.4(2), 所 以 我 们 能 找 一 个 最 大 的 E Zt 使 得 z = aty H 
a* « z, 


r = a*y = (a* V y)(a^ A y) = a* V y. 
因为 a* Ay= yA Ile ^9) = u (31m 5230). in c X ak, 


5t 是 并 不 可 约 相 未 后 . 口 


定理 5.3.10 设 5S 满足 («), WS 的 每 个 元 素 可 表 为 原子 
Jr3E ZUBU AR RHE. 


证 明 由 引 理 5.3.8, 5.3.9 和 引 理 5.3.3(3) 可 以 推出 ，， D 
$4 格 序 带 


BAH, 我 们 可 以 在 B 上 引入 自然 偏 序 关系 (e < fo 
ef = fe — e) (超出 本 书 的 范围 ， 故 不 作 深 入 讨论 ), 一 般 而 言 ， 
这 个 偏 序 关 系 和 B 的 运算 没有 相 容 性 ， 1968 Æ, Howie 证 明 
B 关于 自然 偏 序 关系 是 偏 序 带 当 且 仅 当 B 为 矩形 带 的 强 半 格 . 
本 节 我 们 讨论 一 个 带 能 否 格 序 化 ， 格 序 带 有 哪些 性 质 ， 主 要 结果 
来 自 [75]. 


i BA. WB 上 的 Green 关系 LR, D HHA: 


(a,b) EL & a= ab, b = ba; 
(a,b) ER & a= ba, b= ab; 
(a,b) € D & a= aba, b = bab. 


关于 这 些 关 系 我 们 有 以 下 引 理 . 
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引 理 5.41 d S AMPH, WS HBT DH (L 类 或 匈 
类 ) 是 9 的 子 格 . 


证 明 (a,b) EL, WW a = ab,b = ba, 因此 
a = a V ab = a(a V b),a v b = a? V ba = (a V b)a, 
即 (a a Vb) € £, 同 理 可 证 (aa A6) € L. 
类 似 可 证 另 两 个 等 价 关 系 R, D 的 等 价 类 为 9 HTH OO 
在 上 引 理 中 RA, CAD 类 一 般 木 一定 是 凸 子 格 ， 


引 理 5.4.2 设 S 为 格 序 带 ， 则 
1) fj — D R-MBRB—+ C 类 , 也 不 是 一 个 RR; 
2) (Va,be S)aAb<abAba X ab V ba X a V b. 


证 明 1) 我 们 只 要 举 个 例子 即 可 ， 设 格 序 带 S 只 有 惟一 
—^ D3J {a,b,c,d}, ŽE ab = cba = da < cd <h H 
cAd=a,cVd=b, AMATERE C 等 价 也 不 是 R 等 价 ， 


2) AA aAb<a4,b, MA (arb -—aAbcz ab, ba, f& 
ahb<abAba X abVba. X a,b C avVb, MEL ab « a V b,ba < 
aVb, Bi abvba c avb. a 


212 5.4.3 mR S RAHM R (LH), E S 35 
全 序 带 . 


证 明 i SEAL, M va bE S,ab — a. 可 任意 将 
S £m, RAS 上 的 全 序 关 系 ， 如 果 cy Nj 


eT =EL C= Y; TC=7 $ y=ye. 

9» S 为 全 序 带 . n 
定理 5.4.4. 任意 一 个 双 单 (bisimple) # S 均 可 以 格 序 化 . 
EM 如 果 3 仅 只 有 一 个 丸美 (CK), 由 引 理 5.4.3, 结论 显 

RRL. 设 Lo 和 Ro HWA S 0) LAM RA, ap € Lori Rog. 设 
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z ES, BE yz E€ S 使 得 (x,y) E L, (y,ao) E R, (z,z) € R, 
(z,a9) € £, W) z € R:N Ly, (ao) = Ry N Lz, £ = zy, a9 = yz 
A S = LoRo ([14], 定理 2.17). AA Lo 和 Ro 均 为 全 序 带 
(8138 5.4.3) H ao, bo 分别 是 Lo 和 Ro 的 最 小 元 (ao = bo), 设 
{ai}ier, {bj }jes 分 别 为 Lo 和 Ro 中 元 素 集 , ES 上 定义 二 元 关 
A Uc" dg 


bjai < bpa > b; € by, ai < aj. 


则 “< ”为 S 上 的 格 序 关系 . 因为 S AMMAN, D= SxS, 
所 以 Va, b E€ S,a = aba, b = bab, 因此 S 为 格 序 带 且 有 最 小 元 a. 
口 
我 们 可 以 看 出 ， 其 实 5S 和 Lo x Ro AW, BA bjaibra = 
bjaga, = bjar = bjbya;a. HES AEF, |Lol #1, [Rol # 1, 
a € Lo,bı € Ro B a4 ff bi HTA ao(= bo), a1 < b1, ASA 
Lo x Ro 同 构 ， 必 有 (a1, bo) < (20,01), BI al < ao, bo < bi, B 
为 ao 为 最 小 元 ， 故 a = ao, 了 矛盾， 这 样 我 们 就 有 S 为 全 序 带 当 
且 仅 当 S 为 某 一 个 人 类 或 及 类 . 
FR S 带 单位 元 e, HS 为 分 配 的 格 序 带 . 
引 理 5.4.5 在 Sm, mH (a,e) € D, W a — e. 如 果 
afe, Ml (ave,ja^e)gD. 
证 明 如果 (a,e) ED, Hj e= ea =a. Rafe, E 
(aVe,aAe) € D, Bl 
a^ec- (a ^e)YaVv e)(a ^e) = [ala V e) ^ (a V e))(a ^ e). 
mR a 和 e 可 比较 , #e<a,WeVa=aeAa=e, 由 上 面 
证 明 (a,e) g D. HETE a> e 时 也 有 (a,e) d D. 如 果 alle, 
[elav e) ^ (a V e)](a ^ e) = a(a ^ e) ^ (a V e)(a ^ e) 
= a A [e(a ^e) V (aAe)] =a ^ (a V (a ^ e)) =a, 
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Hia^ezZai. 口 


推论 5.4.6 Halle, 则 {a,e,ave,ane} 属于 四 个 不 同 的 
D 类 ， 


证 明 根据 引 理 5.4.5 直接 得 出 . o 


引 理 5.4.7 设 a<ea <e, Ml) ae’ = aas and . 如 果 
(a) ED, Wa=a'. 


证 明 AHA a<ead <e, ME aa < aaa! < a, Bl 
ad < ada’. 另 一 方面 (a^a? =a^d € aa! , aa’ = ada’. 
同 理 可 证 ae = a^a. 


如 果 (aa) € D, a = aa'a = (a^d)a =a Ada — ofa ; X. 


a = g'ad = (a Adja =a! ^ aa! = aa', 


所 以 a 二 a o 
”在 引 理 5.47 PIR a X ea <e, %Ra>ed>e, 
则 我 们 有 aa’ = o'a =a Vd. 如果 (a.a) ED, M a — a". 


推论 5.4.8 SH DASHES 3 个 ， MIS|<5 BS 
是 全 序 的 . 


证 明 ”由 推论 5.4.6 和 引 理 5.4.7 得 出 . a 


引 理 5.4.9 # (ab) € DA (a^eb^e) c D (sn 
(a V e,bV e) € D), W a — b. 


证 明 由 引 理 5.4.7, a ^e — b ^ e, 因此 
a = (e^a)a = (e Abja = o Aba = a(e ^a) = a(e A b) = a Aab. 
得 出 a < abA ba. 同 理 可 证 了 < ab ^ ba, BU 


aVb< ab ^ ba. 
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由 引 理 5.4.2 f$ ab =a Vb = ba. X (a,b) € D, HU a = aba = 
a(a Vb) =aVab=aV(aVb) =aVb,b=bab=aVb, Ait 
a=b. 口 

推论 5.4.10 设 一 个 DD 类 包 合 n 个 元 素 ， 那 么 带 单位 元 e 
的 带 S EDA nipa D 类 . 

证 明 i Si DZA (a1,a5,---,04)- 由 引 理 5.4.9, 
e € {a1,42,::+,@n} Hai^ezaj^e(Dizj. s 

设 5m DX s, 则 S AFTER, Rp S* 上 的 序 关 
系 WT: 

D, < D, & Day = Da, 


且 D。 为 最 大 元 ,如 果 S 是 有 限 集 ， 则 De 一 定 是 某 个 D; SON 
2 

引 理 5.4.11 设 D. 是 D; HHH, D; 中 至 多 有 两 个 元 素 
ab Ha <u <hi. l 


证 明 kacs H Da= Di, W 
a(a V e) 2 a,a(a ^ e) =a, 


ik D, < Dave 和 D, < Danes 则 Dave = Da 或 D. P Blaze 
R a >e, i Da 中 任意 元 均 和 ee 可 比较 ， 由 引 理 5.47, D, 中 
元 素 不 超过 两 个 aibi Hace <b. 口 

定理 5.4.12 BS 是 带 单位 元 的 格 序 带 且 有 上 个 不 同 的 D 
类 ， 则 5S 中 至 多 有 k(k 一 2) 十 3 个 元 素 . 

证 明 因为 |De| —1, & D; 的 覆盖 为 De 由 引 理 6.4.11, 
ID;| € 2, MPF k-24 DR, 由 引 理 5.4.10, 每 个 D 类 中 所 合 
元 素 个 数 至 多 有 k^, w 


[S| < k(k — 2) +3. a 


. 904 . 


显然 我 们 有 下 面 的 推论 


推论 5.4.13 i 9 为 一 个 有 单位 元 的 带 有 有 限 的 类 ， 
如 果 5S 可 以 格 序 化 ， 则 3 一 定 是 有 限 的 . a 


证 了 明 由 定理 5.4.12 直接 推出 . 
85 格 序 Rees 和 矩阵 半 群 


本 节 主 要 给 出 格 序 完全 单 Rees 矩阵 半 群 的 性 质 和 结构 ， 主 
要 结果 参见 [76]. 本 节 所 说 的 格 序 半 群 均 为 分 本 的 ， 


设 S = M(G;I,A,P), P 为 正则 的 ， 则 S 为 完全 0 单 半 
HOW S 也 是 格 序 半 群 ， 则 


命题 5.5.1. 4 (a); € (2); M (ein € (2) YT EG ; 
& (a). < (eaji W (yha S ins Vy € G. 


证 明 dt (ojiu € (0)yw; 因为 
iu = Pan (a) jus (ju = (pl) 0 (oo 
所 以 | 
(a)ju = (a)iu V (a) ju = [0035 Jia V (Pap Jaa] 9 (a)jus 


令 (py; Jaa M (Py; Iga = (cjjs 刘 a= CpjoQ, C = Phy > 由 于 以 上 
运算 和 a 没有 直接 的 关系 ， 故 


(z)i V (2) ju = (pe) ) ju o (2) ju = (z)ju; 


同 理 可 证 另 一 情形 . 口 


命题 5.5.2 9 的 每 个 OL 类 是 格 序 群 ， 且 所 有 H 类 是 同 构 
的 ， @ 可 以 看 作为 9 二 MÜ(G;I, A, P) 的 子 格 序 群 . 
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证 明 S 的 每 个 内 类 = {(a)i, |a € G}, BS t8 
每 个 H XUSBETE G. 设 (a), (bia € Ha, 


(aa V (Bi = Kozija V (ab! palo (Bia 

= (bjao [(px, Jia V (py b aa]. 
所 以 (a). V (b)i 和 Oia 在 同一 H 类 中 ， 同 理 可 证 对 偶 的 情 
形 ， 故 Hoa 为 8 的 子 格 ， 即 每 个 HI SMT. — C 


在 上 命题 的 引导 下 , 我 们 可 以 诱导 群 G 上 的 序 关系 ，Ya,b E 
G, . | 


a<b € (3ieI) (JAe€ A) (aja € (ha, 
| € (viel (VAEA) (aja < (bha. 

命题 5.5.3 如果 (aju € (ap W po; € po; Vr € A ; in 
R (a) € (a) , WM Puj < pa, VI EL. 

“证 明 (@)in < (ajju V(e) i» € S, 

(Cg o (a)iu 一 (cpvid)en < (apvja) ku 一 (claw o (8)5u; 
HEHH, cpuia S cpyja — pu € Poj VV € A. FE) RTUESS — 
HE. . g 

$H 55.4 ACA, (aha V (aja 有 形式 (b) ; Vi € I, 
(a)iu V (a)iw 有 形式 (chig . 

证 明 可 参见 命题 5.5.1 . 

下 面 我 们 讨论 的 格 序 Rees 和 矩阵 半 群 S = M'(G;I, A, P) 
中 的 P 为 正规 夹心 矩阵 ， 即 存在 Xo 行 和 io 列 的 所 有 元 素 均 为 
1. 

命题 5.5.5 it S AR Rees ÆR, M 

1) Vi, Vj,3k (a). V (a)ju = (a)ku Va, Vu ; 

2) Vu, Yv, JA (a). V (a); = (a). Va, Vi. 


证 阴 首先 我 们 证 明 
(Liao V (1) 5x0 = (io 


由 命题 5.5.4 (Das V (Djs = (Clady ,在 等 式 两 边 同 乘 以 
(Lra 得 


(La © [Dery V (1) a0 


(Proi)ero V (Proj kao 
(1), © (C)ery = (PaokC)k3o- 


因为 Paoi = ProjProk = 1, 所 以 (1)k%o = (Prok ero = (Clery » HK 
cl. RBA 


[xP Jaa V (23; )ja] o (3), VÀ € A 
= [Phin V (Pijio] 9 (@)in 
[iro V (1)j34] © (Giu 
| (1)ka 9 (ojiu = (@) ew 
同 理 我 们 利用 Prio = 1,VA € A 事实 可 得 另 一 等 式 . oO 
“命题 5.5.5 PHV RRN 显然 也 成 立 ， 
命题 5.5.6 i 9 为 格 序 Rees SEPESETE, WI AA 也 为 
分 配 格 . | 
证 明 ”我 们 仅 证 了 为 分 配 烙 ， 首 先 在 了 上 我 们 定义 二 元 运 
算 : 
f :IxIAI|(53)9 f(5 3) Dine V (Di = (Dép: 
g :Ix ISI | (4,9) 9 gG, j) (Dw ^ Dare = (Dotis: 
BR JED = 162,165) = i p, f MERA 
Ke, BEL, 


[iro V (DolV (Lan = (056,36 V (Leao 


“(ain V (2) ju 
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= (Dro 
(Das V (A) ja0 V (rao] = aro V (146,36 
(LFLG K)o 


i 


Bi FIGG) k] = FL, FG, KN. 类 似 可 验证 g 有 与 了 相同 的 性 质 
E 

alt, Fi, 3)] = i, Fli, gl, 7)] = à. 
根据 格 的 定义 (I, fg) 为 格 ， 由 S 为 分 配 的 ,得 (Lf;g) 为 分 配 


定理 5.5.7 4 S — M'(G; I, A, P) (P 为 正规 的 ) 为 格 序 
Ag, Ip A 为 分 配 格 ， 且 A x 了 到 G 存在 保 序 映射 


证 明 我 们 仅 证 后 一 部 分 ,定义 
gi AxI4G|(A,t) > px. 


因为 A 和 了 均 为 格 ， 所 有 可 常规 定义 AX I EISIEXR (i) € 
(uj)OASuis7, MAXI WK. m5 (Ai) € (u,j), BU 
(Dii < (Du; (1), S (Dj, . Vk,v, Va eG, 


(ajra = (a)ra © (Lion € (a)r 9 (Liou = (@)aus 


同 理 (a)jiv < (a) jv . 根据 命题 5.5.3， Pui < Prj: Vv € 在 1 
Prk S Puk: Yk E I , Rk =i, v = u, BP pu € Puj - 口 

最 后 我 们 试图 来 构造 格 序 Rees 和 矩阵 半 群 . 

设 局 为 格 序 群 ，A 和 了 为 分 配 格 ， 我 们 构造 Rees hee 
BS — M'(G; I, A, P), 这 里 瑚 为 夹心 矩阵 且 P. 的 每 个 元 素 为 
G 的 单位 。 定 义 S ER LEX "S" Wm. 

(aja € (ju OAS ui <sj,a <b, 
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则 S 也 为 格 序 半 群 .事实 上 ， 

(a) V (b)ju = (a V b)ivjavu (@)ia 9 (b); = (ab)iu, 
(x), o ((a)i V (b)ju) = (2) o (a V biviXvu = (z(a V b) 
(z)i o (ajia V (z) o (b);« = (za)ka V (zb)k, = (za V zb) va) 
故 

(oj (e). V (Bs) = (oto © (a)n V (s (Dv 


其 他 表达 式 可 类 似 验 证 ， 酷 . 
86 格 序 周期 半 群 


本 节 讨 论 一 类 特殊 的 格 序 半 群 即 格 序 周期 半 群 9, 也 就 是 说 
Ya € S, a 的 阶 是 有 限 的 . 这 里 的 格 是 分 配 格 ， 本 节 主 要 结果 来 
自 [77, 78]. 


QE 5.6.1 i S 是 格 序 周期 半 群 ，3 = (a) 且 |S| «oo, 
如 果 SEX n, (a^) 是 S 的 惟一 子 群 ，a" 为 S 的 零 元 
AS 是 全 序 的 . 

证 明 & S= {a,a?,--+,a",---,a"}, K = (0s 为 
Si n—r+] 阶 周期 子 群 旦 ar+1 — a7. BK HERTA a = e, 
Wk>r 且 存 在 ?EE {1,2,---,n} 使 得 (e V a)* = (ai)* = e, H 
S 是 可 换 的 ， 则 ea € (eva) k <e. 另 一 方面 


| eat =e < ea! <- < ease, 
故 ea =ae =e, BR K = {e}, Ri e= a". 


a 5 o? RAH, Ml) aVa? = ati > 2, a^a? — d, j > 2. 
H a^a? = al, f$ al aa = at? = egi? = e = g^, 
a^ < al, 同 理由 aVa?=ai f a^ > a^, HH... 口 
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ME 5.6.2 每 个 格 序 寡 等 半 群 是 局 部 有 限 的 . 


iE A 设 CQ1 042 âp € S, A =< 01,02,'**,05 2, 因为 
5 为 雷军 的 ， 存 在 n € Zt 使 得 


ay 一 a =---=an 


= (a1 V a2 V --- V dp)” 
= (a, Aag ^--- Aap)" — 0. 


N 
Bt a EA, W a= [[zi zi €(a5,02,:,a5)$. MEN >n, W 
i=l 
a = (T122: Zn}En41'*' EN. 
因为 
(Vi € {1,2,---,p}) a1 Nag ^: a, € z; € (a1 V aa V --- V ap), 


故 . 


o 
| 


一 (a1 ^ üo ^ -++ ap) n41 UIN 
S atX(aiVagaV.--ap)"zs41::-2N = Q. 
这 就 证 明了 A 中 任意 非 0 元 至 多 为 {Qa1, G2,*…,ap} 中 nn 一 1 个 
元 素 之 积 ， 即 |4| «oo. D 
设 S 为 周期 半 群 ， 在 人 5 上 定义 二 元 关系 F 
(zs € F e (Je € S) e? =e, (Gn € Z+) a^ y^ =e, 
则 大 为 5 上 的 等 价 关 系 ， 天 的 每 个 等 价 类 称 为 S most 


(spindle), 记 为 Fe, 这 里 e 为 Fe BEA UMS. d [77] FRA 
已 知 如 果 S 为 全 序 的 ， 则 F.A 3 的 子 半 群 . 


定理 5.6.3 设 S 为 格 序 周期 半 群 旦 五 (S) 是 5 的 双 单 子 
半 群 ， 则 Fe 是 S$ 的 凸 子 格 且 以 e 为 零 元 的 客 等 子 半 群 . 


: 210- 


iE BH 1) e 为 Fe Hx. Va € Fe, M zc" — e, 
ze = er= "tl, 
(rve)j! = z"Vvz" leva" ?ev...vzeve 
= a" leva" evy...V zeV e, 
z(rVe)f = z"evz" lev...Vaz?ev ze 


= eVa" leva" ev... V z?ev ze. 
因此 x(a Ve)” = (z Ve)", 从 而 Vk, z^(z V e)" = (£ V e)". 
(eV es V e* = z(z V e)? V a^ (z V €)" = (z V e)". 
4 f= (eve), W P =f H zf = fr= f, 当然 ef = fe= 


f. X E(S) 是 双 单 子 半 群 ， 所 以 E(S) 的 DD 类 为 平凡 的 ， 从 而 
efe=e, fef =f, k e= f. e A Fe WER. 

2) Raye F,, Wz = y* =e, H 1) AT (xV 
yje =e MERaeVye Fg =9. B E(S) 为 双 单 的 ， 
所 以 ege = e,geg =g. H z Vy € F,, BE m € Zt 使 得 
(vy) =g, f 

(z Vy)™e = e(z V y)" = eg = ge =e, 


因此 g = e. 同 理 可 证 zy Ag EF mRe<a<cy,2yek., 
Hj e = z” < a” < y’ =e, MM aeae Fe.. 

从 (a Ab} < ab € (a V bY 可 得 Fe 2g S 的 子 半 群 。 TH 
Fe 的 凸 性 是 显然 的 . 口 
RSH, KS 为 弱 负 序 的 ， 如 果 22 <zvyze5， 
下 面 我 们 讨论 弱 负 序 格 序 周期 半 群 S 且 分 配 格 S 的 高 (height) 
是 有 限 的 . 


引 理 5.6.4 ig 5 为 弱 负 序 格 序 周期 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 
X: 
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1) Fe 中 为 最 小 元 且 为 Fe 中 的 零 元 

2) Rack Hatt he) =2,H be F,h(5) 21,H 
bS a 可 比较 ， 则 ab=ba=e i ab= ba =a? ; 

3) ia, bc Fe B h(a) - h(b) =1, W ab=ba=e ; 

4) #a,b¢ F, A h(a) 2 Lh(b) = 2, W h(ba) — 1 zk 
ba = e, Bl (ba) = 0. 


证 明 1) BR. 2) He«cb«ca,h(b) -1,h(a) 22. 只 
有 如 二 e .又 


e X ab € (aV b <avb=a, 


Mi ab — a E ab >e. WẸ ab — a, N ab? = ab = a = ae = e, 
FG. 另 一 方面 如果 ab — b, W ob — b — e, HH. 只 有 ab=e 
Be«cab«ca,abzb. 


WẸ a? =e, Wh e € ab X a2,e < ba < a? f& ab 5 ba = 
e; WH a? x e, Ile <a? <a, Ha — e,h(a?) — 1. BINA 
两 种 情形 ， 如 果 a? = b, M ab — ba — e ; tni a? v b — a , D 
a? V db = a? = eV ab = ab 2a? v ba = ba. 

3 i a £b, Marb=e,abd< (avb? <avb, H 
abc aV b, BI a< ab, Mi e< a< ab < ab —e, FH. B 
AM S 是 分 配 的 且 aVb 为 a 和 5 RR, MA h(a V b) = 2. 
Hi 2), ala V b) = (a V bja, 8l ab = ba. He<ab< ave 
得 h(ab) = 1 mk h(ab) = O. WẸ h(ab) = 1, 因为 ab £ a,b, 
”所 以 (ea baba v b) 构成 S PBB S 是 分 配 格 矛 盾 ， 故 


ab = ba =e. 


4) & h(a) =1,h(b) = 2, tu e « a « b, Mh 2) 结论 成 
Mw. BRe<aHhe < b <b, a^b —eavb, aiit by OMS, 所 
LA h(aVb)) = 2,h(aVb) = 3, B b —avby. 另 一 方面 在 Fe 中 ， 
ReAr, ye F.cyAtvy, BM zy = r? Vry = 2*Vevy = 
eV y, 归纳 地 可 得 zV4 = ry = zay = … = oy =e, PE. 
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因此 ba «aV b,ab «avb B ab a,b,ba X a,b. 
设 h(ba) = 2, 则 a £ ba, BM ba < Pa < ba, 由 此 推出 
ba = ba =... = ba = e, 
FR. SRA avb X ba,a 人 ba =e. MR b < ba, W 
{b1,),ba,aVb,aVb} 构成 S PHBE, HS 为 分 配 格 矛 盾 . 


所 以 b, £ ba. 由 此 推出 (e ba aa V b, a V b) Mm S 中 的 五 边 
形 也 和 S HORE. t h(ba) = 1 RO. o 


定理 5.6.5 RS ARRNBRPR PER F, 为 心 轴 ， 
a,b € Fe, h(a) = 2, h(b) = 1, WHA ab = ba H h(ab) — 1 ck 
0; ZA ab z ba, 其 中 一 个 元 的 高 为 1, 另 一 个 为 0. 


证 明 如 果 e < 6 < a, 由 上 引 理 (2), W ab = ba, B 
ab = ba = e Bk ab = ba = a?, iki} h(ab) = 1, s O. 


. 如 果 al|b, WFE by € Se < bi <b H alli, 由 引 理 5.6.4 
(4), h(ba) 和 h(ab) X; 1 RO. mE ab v ba, H h(ab) = 
h(ba) = 1, BR b A ab,ba ,否则 ab = ba — e. 又 


ab Ab —ba^b-e, abA^ba e. 


因为 5S 为 分 配 格 ,所 以 abvb + bavb, Wit h(ab vb) = h(bavb) = 
2. 因为 ab v b||ba v b, 所 以 hlab V b V ba) > 3. 


在 有 限 分 配 格 3 中 ， 
A(z)  h(y) = h(z ^y)  h(z V y), 
dey € S. Bibl h(av b) = h(a) --h(b) 23. X 
' (ab v b) V (ba v b) < (av b)? «av b, 
FA h(ab V b V ba) 2 3 H abVbVba —av b. 另 一 方面 ， 
(ab V ba) ^ b= (ab A b) V (ba ^b) =e =a Ab, 
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由 S 为 分 配 格 得 ab V ba =a. 这 样 ， 

ab = bab V ab? = bab V e = bab (ab > e) 
推出 ab = Bab = e, 因为 h(ab) = 1, 不 可 能 .由 上 证 明 得 出 如 
果 ab # ba, N h(ab), h(ba) 必 有 一 个 为 1, 另 一 个 为 0. m 


引 理 5.6.6 Ut 8 为 格 序 周期 半 群 ，e 为 E(S) 的 极 大 元 ， 
Jl e 为 E(S) 的 最 大 元 


证 明 dd ec E(S) 是 极 大 的 ，f € E(S), W e € (ev 
f)",Yn € Z+ . 因为 S 为 周期 半 群 ， 存 在 p 使 得 (eV f)? ax 
等 元 ， 所 以 e= (ev 站 之 了 了 ， 


在 引 理 5.6.6 p, d f € E(S), W f <e, 因此 
efe f f (eff =ef ef See f =ef, 


即 ef SES. MME fe BARAL. 


3 引 理 5.6.7 E 9 为 有 限 弱 负 序 格 序 半 群 ，e 31 
BAESH. dfc E(S) Ee% JE ES) 中 的 覆盖 ， 则 
Vk Æ 0, vb € Fy, 


be < e,eb < e, (e V b =e Vb. 


证 明 因为 9 有 限 ， 存 在 m e Zt 使 得 (ev b)^ ABST, 
X (evb)" > e. 由 假设 得 e = (eV b). 因此 be,eb < e, Sil 
(evb)* evi. a 
20 WR FLA FOX S 的 心 轴 , RATE Fy < Fe ,如 果 Yz € Fy, 
Vy € Fe WH x < y. 
X8 5.6.8 HS 为 弱 负 序 格 序 周期 半 群 ，e, 了 € E(S) HE 
fel 在 E(S) e Biss f), UF, 是 塞 零 半 群 。 进一步 地 ， 
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如 果 Fy < Fa, (FY + {f}, U ef =e 当 且 仅 当 fe=e, 这 时 
FF; = FrFe = dej. 


证 明 Ref=e,acFbek, Wfhsace<b AR 
ef =e < ba < be = e, Hit ba = e, BB FFs =e. Xf <e, 
则 fe 是 在 e 和 了 之 间 的 赛 等 元 ， 由 上 更 盖 f, 只 有 fe=e x 
fe=f. 

mE fe=f, Rare Fy, f<c<e,f<2?<2e<e, 
从 而 f € (ze)* < e,Vk € Zt. 因为 1 <e, Fp < Fa, 所 以 
ze € Fy Wk re € F.. WR ze = a E Fo, N| ze? = ae = re = e, 
从 而 zke = e Yk € Zt. WA ze Fy, WARE RE Zt 使 
f8 z^ = f, ik fe — e, FH. RH ze = y € Fy, (ze)(ze) = 
z(ex)e = ze = y (FF; = e). 因为 了 为 Fy MRS, y © Fy, 
RA y= f. 由 zz 的 任意 性 得 Fy.e = f. 又 由 假设 (Fr? z (f), 
存在 Fy PAPAS r,s 使 得 <cr<ef<s<e,f Ers, 
Ati f=fr<rs<re=f,M fArsyeA. Mef =e TH 
出 fe=e H F.F; = FF. — e. 对 称 地 ,由 fe = e 可 推出 


ef—-e.. 


下 面 证 Fy 是 子 半 群 . MFP = {f}, 显然 Fy BUS AE 
HOMES ER. 如果 IPALS}, Raye Fy,1<r<ef< 
y <e, W f € (zy) < evn € Zt. RU zy € FeU Fy. 如 
Raye Fa, I) zy = e. 8 z” = y" = f, W f=artiyet = 
r"ey^ = fef, 结果 ef — e = fe 不 可 能 成 立 ， 因为 从 f = fef 
得 出 ef 和 fe 均 为 在 f 与 e 之 间 的 和 宕 等 元 ， 只 有 fe-ef- f. 
RFA r <e,y <e Bh ry ey < e= gry. HU ey=e,ef = 
e (= fe), F. 故 ey € Fy, 显然 F ERTH. o 


在 定理 5.6.8 中 ， 如 果 没有 F? AL} 的 假设 ，ef + fe 是 
可 能 的 . 例如 S={f,b,b,e,07,a}, S 上 的 乘法 定义 如 下 : 


: 215 - 


S FEERXEOU f <b<b ceca? <a. M (S,-,<) HOF 
弱 负 序 周 期 半 群 ， Fy = {fbb} F? = {f} Hef A fe. 


本 节 最 后 我 们 给 出 局 期 弱 序 格 序 半 群 的 构造 . 
设 Fi, Fa, see Pp 为 NPBRSERAS LIMA e5e2 BEI 
设 (FS) 为 弱 负 序 格 序 集 上 且 c FIBER. 令 5 = U F. 
我 们 定义 3 上 的 乘积 如 下 : 
Tifi, i=j, 
l (War € Fi,Vyj € Fj) T4yj = ej, i< j, 
€i, jz i, 
特别 地 ， et -€j = 6j: = eji <j R enj Ei. 9 的 序 关系 定 
XF: 
Ti Sy i=j, ti Si Yj Ri<j, 
则 (S, <) 为 序 半 群 。 事实 上 ， 当 1 二 了 = 上 时 ， (2i yj) zk = 
Di (Yj + Zk) = Tiyjzk ; 4 Card{i, j,k} 22 8, (mi yi) ze = 


Tac (yj “ Ze) = Esup{i j,k} 由 Fi, Vi € {1, 2,°° . n) 的 假设 S A 
弱 负 序 格 序 周期 半 群 


反之 ， 假设 S 为 弱 负 序 格 序 周期 半 群 ， Foss Feart , Fen 
2S ORE Fe, < Fog < < Fene Xi ene = cig = 
eiii = 1,2,---,n—1, HEH 5.6.8 及 其 证 明 ， BNA Fe, ,1 Fe; = 
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Pe Fey, = {eit1} . Bick, 则 


ek itl 


Fe, Fe, E = Fe, ep 


> Fe, 
> Fe, Cr@in1 tt Oe = Eilipi °° Ck = Cx. 


X Fe, Fe, < en’ Fe, =Ck; 故 FeFe, = êk. 26 (p.96, Fu, Fe; = 
Ekik. 
综 上 讨论 我 们 得 出 


定理 5.6.9 HSA nPRAPRPRELH P, 的 并， 
US 为 弱 负 序 周 期 半 群 且 满 足 ， 

1) Fa < Fe < 

2) eieigi = eiie = eni = 1,2,-,n— 1, 
SAMS Fa Fej = eji <j; FíE,—6e ji. 
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第 六 章 — 序 半 群 的 表示 


在 序 半 群 的 研究 中 ， 把 一 个 序 半 群 表示 为 结构 较为 简单 的 序 
半 群 的 直 积 (TEB) 等 是 我 们 常用 的 方法 . 本章 我 们 给 出 一 些 格 
序 半 群 的 表示 定理 . 


一 般 序 半 群 的 表示 由 于 其 条 件 较 小 ， 所 以 还 没有 非常 一 般 
通用 的 表现 定理 5479]， 人 们 只 是 对 一 些 较为 特殊 的 序 半 群 ， 如 
[60,80 一 84] 等 ， 进 行 讨 论 . 之 所 以 这 样 主要 由 于 两 个 方面 的 工作 
基础 , 一 是 有 比较 完整 的 格 ( 特别 是 分 配 格 的 分 解 表示 理论 体系 ); 
另 一 方面 是 有 比较 完整 的 格 序 群 或 群 表示 理论 体系 ， 我 们 有 半 群 
代数 理论 中 比较 成 熟 的 半 格 分 解 理论 ， 所 以 序 半 群 的 半 格 分 解 也 
就 完善 得 多 . | 


81 格 序 半 群 的 表示 定理 


Ad 1940 Æ, Clifford 和 Lorenzen 就 已 经 观察 到 Able 
格 序 群 能 表示 成 全 序 Able 群 的 亚 直 积 ， 这 导致 引出 格 序 群 可 表 
的 定义 ， 即 称 一 个 格 序 群 是 可 表 的 如 果 它 可 表示 成 全 序 群 的 亚 直 
5. 我们 有 定理 ， 一 个 格 序 群 G 是 可 表 的 当 且 仅 当 G 存在 一 个 
正规 素 子 群集 {Gaher 且 (1G4 = {0}. 1963 £, L. Fuchs «n 
出 了 这 一 结论 能 否 移植 到 格 序 半 群 这 一 公开 问题 .本 节 我 们 给 出 


了 一 个 格 序 半 群 同 构 于 一 能 全 序 半 群 的 亚 直 积 (可 表 的 ) 的 充分 


必要 条 件 ， 这 些 结果 来 自 [85]. 


设 5 为 格 序 半 群 ，a,b e 5, O4 H CS, RIELS 上 两 
个 二 元 关系 : | 


pH 一 {(a, b) eSxs| (H..a) = (H..b)), 
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Pg = {(a,b) € Sx S | (H.a) = (H..b);}. 


这 里 (H..a) = {(z,y) € Sx S | zay € H}, (H.a) = ((z,y) € 
Sl x S! | cay € H}. 

不 难看 出 pH 和 py 为 半 群 结构 S. 上 的 同 余 (pf 就 是 句法 
FIR). S 的 子 集 H MOS 人 素 的 (1 Heh), 如 果 a^ b E H, 则 
ee 五 或 5e H. 

定理 6.1.1 ”一 个 格 序 半 群 S 允许 非 平凡 的 全 序 半 群 作为 
它 的 格 译 同 态 像 当 且 仅 当 S 存在 一 个 人 素 的 真 的 格 理想 (13948) 
H (8 ((H.a) | Ye € S) 关于 集 的 包含 关系 构成 链 . 

证 明 必要 性 2 部 为 全 序 半 群 且 p 为 S 到 并 的 满 ! 同 
&. 因为 Y 非 平 凡 ， 取 中 两 个 不 同 元 素 6,5 , HRA «b, 
则 存在 a,b € S 使 得 pfa) =a, pb) — b. 作 集合 


H = {z € § | p(z) € ¢(a)}, 


WHA@HHASOEH). ReeH, yeSHy<a, BR 
yc H. XX z,y € H, Wi 


e(z V y) = v(x) V ply) € pfa). 


Wu rVyecH.U EuEHT AAS IS Xitz^ycH, 
则 
w(x ^y) = ve(z) ^ ply) € pla), 
因为 p(z) 和 ply) 可 比较 ， 所 以 p(x) € e(a) 或 ply) € pla), 
NceH yeH. 
设 (H..t) A (H..s), 则 存在 cy € S 使 得 rey € H, zty g 
H, W e(z)e(s)e(y) < pla), 但 e(z)e(t)e(y) € pla). 因此 


e(z)e(s)e(y) € pla) < e(z)e(t)e(y). 
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只 有 p(s) < e(t) . V(z, 21) € (H..t) , WI 
p(zsz1) € e(ztz1) € pla), 


iK zszy € H, 从 而 (z, 21) € (H..8), Bl (H..t) C (H..a). 


充分 性 wk OH Ox D 理想 且 A Be, A (a,b) € px, W 
Vee S, WẸ z(aVe)y € H,ray,zcy € H . 因此 zby, sey € H, 
即 z(bve)y c H. 由 此 证 得 


(H..(a V c)) € (H..(b V c), 


同 理 可 证 反 包 含 关 系 ， 另 一 方面 ， 设 r(a^cyc H,m H^ 
素 可 得 cay € H m zey € H, Bl sby € H mR acy € H, 因此 
a(bAc)y € H. 由 此 证 得 (H..(a ^c)) C (H..(b^c)) , 同 理 可 证 
RAGKE. 综 上 所 证 on 为 S 上 的 格 序 同 余 . 4 Sy = S/pn, 
要 证 充分 性 , 现在 仅 需 证 明 S/og 为 全 序 半 群 即 下 . 设 ü,b € Sg, 
因为 (H..a) 和 (H..b) 是 有 包含 关系 的 , 不 妨 设 (H..a) C (H..b), 
下 证 (H..(a^b)) = (H..a). 事实 上 , it z(a^b)y € A, di HAA 
NM, 必 有 ray E€ H È zby e H, Piit, B (H.a) C (H.b) 
均 可 得 ray E H, 因此 


(H..(a ^ b)) C (H..a). 
ERI, (x,y) € (H.a), 则 ray € H, 从 而 zla ^ b)y € H, & 
(H..a) C (H.(a ^b)). Biba=aAb=GAb,Ma<b. n 


注 06.1.2 1) 在 定理 6.1. 必要 性 的 证 明 过 程 中 ， 不 难看 出 
Kery C pH . . 

2) .在 定理 6.1.1 中 ， 如 果 把 (H.a) 均 换 成 (H..a)i , 这 时 
同 余 关系 py RT pu. 我 们 看 出 这 样 的 事实 HREM A 
的 选取 ， 即 和 a 的 选取 有 关 ， 不 妨 记 


Ha = {x € 8 | o{z) < v(o)}, 
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这 时 Kerp C n Pa, 又 设 (a,b) € Kery, BI pla) 天 (b), 不 
ac 


MH pla) < (9), 这 时 (a,b) € pu EZE, (1,1) € (Ha-a), 
E (1,1) ¢ (Heb). t Kerp = f p. 
ag 


推论 6.1.3 BRR S 允许 有 非 平 凡 的 全 序 半 群 作 
为 其 格 序 同 态 像 当 且 仅 当 S 存在 真 BH 且 人 素 的 . 


证 明 ”由 定理 6.1.1, 我 们 仅 需 证 明 集 合 ((H..a) | Vae S) 
关于 包 合 关系 构成 链 . 设 (H.a) Z (H.b), WHE zy c S 使 
zay € H {ŒE zby d H. 由 并 为 1! 理想 ,不 难得 出 x(a 人 bYy eH. 
设 (z,t) € (H..b), IM zbt € H, 从 而 z(a 人 bt € H. Bil S 是 可 
HH (zt Vzy)(a^b) € H, Bj (zt V zy)a^(ztVzy)b € H. 因为 
HEARN, chy g H, 从 而 (stVzy)b d H, & (ztVzy)a € H, 
zat € H, W (z,t) € (Ha). 由 此 我 们 证 明了 (H..5) C (H.a). 


m | 


定理 6.1.4 MERER Sl 同 构 于 全 序 半 群 能 {Shea 
的 亚 直 积 当 且 仅 当 S FEARN LIU (Hy aca, 使 得 
1) M 一 ls 1 
2) Va ET, {(Ho..8) | 3 E S) 关于 集合 包含 关系 构成 链 . 


证 明 必要 性 ROA SB {Shea TERHI 同 构 ， 
pop A SBS, 的 投射 WAG. 则 pa 为 5 到 5 的 1 同 
a. Het 6.1.2 ,Kerwp = AL B 

sc 


门 ke = f] bn, tss 
AGA | ACA SES 


由 定理 6.1.1, VA € A,s € S, {(Hyy..2) | a € S} 关于 集合 的 包 
含 关系 构成 链 


充分 性 ”Va ET E Sa = S/py ,由 定理 6.1.1, Sa Æ S 
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HARA Sa 为 全 序 半 群 . 因为 (Ph. = 1s, SRM 
ae 
于 {So}oer 的 亚 直 积 . 口 


推论 6.1.5 ”一 个 可 换 格 序 半 群 S 是 可 表 的 当 且 仅 当 格 
(S, V, ^) 交 关 于 并 是 分 配 的 . 


EA HS RTH, MS) 同 构 于 全 序 半 群 伐 {Shea 
的 亚 直 积 ， 因 为 每 个 SA 是 分 配 格 ， 所 以 S 是 分 配 格 . 

KZ, B (S,V,A) 中 交 关于 并 是 分 配 的 ， 生 (Ho)aca 为 
S 的 所 有 AURIS AME, 则 N gu, = ls ， 事 实 上 ， 设 


a 关 b,0,b € S, RE Zorn 引 理 ， 一 定 存在 一 个 人 KH LE 
想 包含 a 但 不 含 5 ( 见 第 零 章 ) , i (a,b) g f P. , But 
qc 


P1 Pis. 二 1s. 根据 定理 6.14 及 推论 6.3, S 是 可 表 的 . O 
ac 


”下 面 我 们 给 出 一 个 半 群 可 全 序 化 的 充 要 条 件 . 


定理 6.1.6 一 个 半 群 5 可 全 序 化 的 充 要 条 件 是 存在 5 的 
非 空 子 集 和 能 {Hihera 满足 以 下 条 件 ， 
) M csi 


2) YAE A,{(Ha..a)1 | ae S) 关于 集合 包含 关系 构成 链 ， 
而 且 如 果 a,b € S, 则 


(Hy..0)1 O (Hab) = (Hya), VA€ A 


或 
(Hy..a)) 门 (H..b)i = (Ha..b)1, VÀ € A. 


证 明 必要 性 ” 设 5 为 全 序 半 群 ， 则 8 是 可 表 的 ， 由 定理 
6.14, 1) 和 2) 成 立 . 


充分 性 VACA jd Sy = S/o, $ 在 S) 上 定义 二 元 关系 
<y:= {(a,,by) € Sy x Sa | (Hab) € (Hx-a)i}, 
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因为 假设 2),<. 为 S. 上 的 全 序 关 系 . Vr ax <b, 
V(z, 21) € Sl x Sl, zbz,c Hy > zaz, € Hy. 


Vz € S,zzbz € Hy, => 2282, € Ay, && (za), <a (zb), Bl 
£404 Za Zaba, FIRB aara Sa bari. DEM T Sy XT 
<a 为 全 序 半 群 . 由 1) Se II S4. 现在 我 们 定义 S 上 的 二 元 关 
EA 
RS 
<:= {(a,b) | VA € A, ay < dy, 

由 1), < 为 5 上 的 偏 序 关系 . HabeS Aah, BEH 
使 得 ay A by, B ay < by, BP (H,.5 C (Ho-a). Hi 2), 
(H-b) € (Hya), VA € A, Hl ax Xx do, tha < b. Oo 


§2 ”分配 格 序 么 半 群 的 表示 


1907 Æ, Hahn 证 明了 每 个 Able 全 序 群 可 以 表示 为 一 个 全 
序 集 上 的 实 函 数 群 ， 后 来 Conrad 和 Clifford 分 别 将 Hahn 的 证 
明 给 予 简 化 .1963 Æ, Conrad, Harvey 和 Holland 把 Hahn 定 
理 推广 到 格 序 群 中 , 后 来 称 之 为 Conrad-Harvey-Holland 定理 ， 
即 任意 Able 格 序 群 可 表 为 一 个 偏 序 集 (实际 上 为 根系 ) 上 实 函 数 
EB (参见 有 关 格 序 群 的 书籍 例如 [86])， 当然 人 们 希望 将 该 定理 推 
广 到 格 序 半 群 中 ， 这 就 是 本 节 所 谈 及 的 内 容 B7]. 


ETETE, S(T) 为 荆 上 的 保 序 映射 集 , 则 S(T) 关于 
映射 的 合成 和 通常 函数 的 交 和 并 构成 格 序 么 半 群 , OAH CS, 
我 们 定义 S 上 的 两 个 二 元 关系 : 


Ruy := {(a,b) | (a)H = (0)H), 
HR := {(a,b) | H(a) = H(b)), 
这 里 (a)H = {zx € S | ax € H}, H(a) = {z € 5 | re € Hj. 
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引 理 6.2.1 设 S 为 格 序 半 群 ， 互 为 3 的 人 人 素 的 ;理想 ， 
a,beS , W 

1) (a)H ASH AR BA; 

2) (a^ b)H = (a)H U (b) H, (a v b) H = (a)H n (b)H ; 

3) (()H | a € S) 关于 集 包含 关系 是 全 序 集 ; 

4) Ru A S 的 右 关系 同 余 且 S/R 是 全 序 集 . 

证 明 1) 和 2) 仅 是 简单 的 验证 . 


3) 设 (a)H Z (b)H ,存在 z€ (a)HNQ)H . Vy € (B)H, 
由 1) 和 2) 
zA^yC(adin(bH = (av dH, 
Auk x € (ao)H N (b)H x y € (a)H N (bH. AA xg (bi, pr 
以 ye (a)H n (b)H, 因此 ()H C (a)H. 
: 4) 容易 验证 Ry 为 S 的 右 同 余 ， 由 2), RF AS 上 的 右 
MARR. 5,66 S/R ， 
a<b © a@Ab=46 (a^b)H = (aH 
< (aH U(b)H = (a)H © (b)H C (a)H. 
由 2), S/Rg 为 全 序 集 . (m 


Xm 0.2.3 设 5 为 格 序 半 群 且 有 右 单位 元 e, 则 S 存在 一 
个 右 格 序 同 态 o 使 得 Sjp 为 非 平 凡 全 序 集 当 且 仅 当 S XA 
i 理想 ， 


证 明 设 S/p 为 非 平凡 的 全 序 集 ，a,b ES 且 (@)p C (b), 
5 
H = (x ES | (t), c (0)p}, 
MWo¢G@HRAAARHL 理想 BKE HayedH, 
则 (2)pU(y)p = (rvy) S (a, Mavy cH. BRE 
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zeH,ycSHytzz,WycH. Xi z^y c H, W 
(z^y), = (2) N (Y)p € (@)p, 因为 S/p 为 全 序 集 , 故 (zjp C (a)p 
或 (y)p C (a). Hit £ E€ H My € H. 


反之 , 设 吉 为 S 的 真人 素 1 理想 且 ac H,bgH,W 
e € (a)H 但 e g (D)H, 由 引 理 6.2.1, Ry BIER. oO 


定理 6.2.3 ”一 个 带 右 单位 元 的 格 序 半 群 S 是 分 配 的 当 且 
仅 当 S 存在 ^O [理想 集 (FD | Ae A) $8 (Rp, AEA} 
是 单位 元 1s. 
是 全 序 集 且 格 S 为 全 序 集 {Dhe 的 亚 直 积 ， 故 为 分 配 的 . 

必要 性 abeS BaF}, We Iseki 定理 四 ,分 配 格 
S 存在 人 素 的 ! BMH fif&ac HiBbg H. HAS 有 右 单位 
jie, (a,b) g Ra. 因此 有 的 所 有 右 格 序 同 余 (Rn, | A € » 
之 交 为 ds. 

下 面 给 出 本 节 主 要 定理 一 一 fi Holland 关于 格 序 群 的 表示 
定理 . 


定理 6.2.4 ”一 个 带 右 单 位 元 e 的 格 序 半 群 S 是 分 配 的 当 
且 仅 当 S 可 格 序 嵌 入 (0: RA) 到 某 个 全 序 集 上 保 序 映射 组 成 的 
格 序 么 半 群 中 去 . 


证 明 设 了 为 全 序 集 ， 显 然 S(T) 的 任意 格 序 子 半 群 是 分 
AN. 反之 , 设 9 为 分 配 的 ， 且 带 右 单位 元 ， 由 定理 6.2.3 ,9 存 
ERARE {mhea 使 得 S/p 为 全 序 集 且 门 p = 18, BRA 
上 一 个 全 序 关系 ， 我 们 现在 定义 集 工 == U (S/P) LFR, Hl 

€ 
[a] € [b], & à < u i A— ua X b, 
则 并 是 全 序 集 ， 定义 5 到 ST) 的 映射 y 如 下 


bia tha | Yallsla) = [as], 
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则 多 是 可 定义 的 ， 事实 上 , Ha = blaha = (b, M (Vs € 
5) [as]; = [bs], 即 pa = Vs . 设 a 关 5b, 存在 右 格 序 同 态 Pa 使 
得 (a,b) € py, 则 


Pa(lela) = [ala # [bla = vallela), 


因此 Va A Vu. v 保 格 序 运算 是 显然 的 . g 


+ 6.2.5 1) 在 以 上 各 定理 中 ， 我 们 一 直 使 用 右 同 余 ， 如 果 
在 有 关 结 论 中 将 Ru KA HR, 将 右 同 余 改 为 左 同 余 ， 将 右 单位 
元 改 为 左 单位 元 ， 则 可 得 到 类 似 的 性 质 . 


2) 在 格 序 群 G 中 , 一 个 元 素 是 正 ( 负 ) 的 , 如 果 a > e(< e), 
但 格 序 半 群 定义 一 个 元 素 为 正 ( 负 ) 的 就 没有 那么 简单 ， 有 左 正 
(A) 、 右 正 (f) 之 分 . 在 格 序 群 中 , 任 一 个 元 素 a TEH ata, 
即 一 个 正 元 与 一 个 负 元 之 积 ， 这 里 at 二 a Ve,a- 二 a 人 e. 一 般 
烙 序 半 和 群 即 使 带 有 单位 元 也 不 具有 该 性 质 ， 但 是 可 以 直接 计算 得 
Va € S(T), a = (a vV e)(a ^e), RE e AT LH MRE. H 
定理 6.2.4, 分 配 的 格 序 么 半 群 具有 该 性 质 . 


问题 6.2.6 定理 6.2.4 中 去 掉 右 单位 元 ， 结 论 成 立 吗 ? 
83. 正 格 序 半 群 的 阿 基 米 德 等 价 


阿 基 米 德 等 价 是 研究 序 半 群 结构 的 重要 工具 ， 1960 年 至 
1970 年 这 十 多 年 时 间 里 ， T. Saito 对 全 序 半 群 的 阿 基 米 德 等 价 
做 了 大 量 工 作 ， 本 节 所 考虑 的 是 1985 年 以 后 ， 人 们 在 格 序 半 群 
上 对 阿 基 米 德 等 价 的 研究 ， 并 通过 它们 给 出 正 格 序 半 群 的 分 解 定 
gp 8990] 以 下 设 S 为 正 格 序 半 群 . 


Babes, aM 称 为 阿 基 米 德 等 价 的 如 果 存 在 m,n € 
Zt 使 得 a <b”, b< a". X S 为 正 序 的 ， 所 以 m,n 可 以 统一 
起 来 , Hm <n, 这 时 m MAA n HK, Ma <b" <b" bsa”, 
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称 aAb(n). S RA a 单 的 ， 如 果 S 中 的 任意 两 个 元 素 均 阿 基 米 
德 等 价 . 

引 理 6.3.1 设 4 为 3 上 的 阿 基 米 德 等 价 ， 则 下 列 各 款 成 
Ma 

1) 4 为 SS 上 的 格 序 同 余 ; 

2) A 的 某 个 同 余 类 (a)a 为 格 序 子 半 群 ; 

3) (Va,b € S) abAbaA(a v b) . 

证 明 仅 为 验证 ， 略 去 . 

由 该 引 理 很 容易 得 出 


定理 6.3.2 设 S 为 正 格 序 半 群 ， 则 S/A RH, 即 S 为 
a 单 1 半 群 的 半 格 . 
由 上 定理 ， 我 们 下 面 主要 研究 a 单 的 格 序 半 群 ， 


定理 6.3.3 RSH a 单 格 序 半 群 ， 则 要 么 包含 惟一 顺 等 
FARRER, BAS 为 扭 自由 的 . 

证 明 B 5 R34 e Vac 5, WHE n ec Z* 使 
# adeln), X e? — e, ik e Xy S 的 最 大 元 ， 当 然 是 惟一 的 . B 
为 Va € S,ea,ae > e, 所 以 e 也 为 S 的 零 元 ， 由 aAe(n), 可 得 
a" =e, 

ium sema BRVaCS, 

ala «a3 <c, 

因此 Sama. o 

下 面 我 们 考虑 a 单 赛 零 格 序 半 群 9 的 结构 . BSA BH 
Sim, a€S, L(a)={b| ba = 0) 称 为 a 的 左 零 化 子 ， 则 容易 
验证 L(a) 为 S 的 子 烙 且 L(a ^b) = L(a) n L(b). 由 定理 6.3.3 
得 0 为 S 的 最 大 元 ， 所 以 L(a) 为 幻 (88 (838 ER). 

定义 6.3.4 一 个 a HERI AERE 9 KAD (step) 如 
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RS 中 的 元 是 有 限 并 不 可 约 的 ， 即 如 果 avb = 0, W a=0 R 
b=0. 


在 步 S H, TERE L(a V b) = L(a) U L(b) 也 成 立 . 下 面 

我 们 归纳 定义 步 S 上 的 一 组 等 价 关系 An 
(a,b) € An € (a,b) € A, HL(a") = L”), 

特别 地 , 3n — 18, (a,b) € Aj € L(a) = L(b). 不 难 验证 A 
为 S 上 的 格 序 左 半 群 同 余 ， 设 Sp = S/An, W Si 为 全 序 集 ， 事 
Xr, # [aji, lb. es, 

[ai S [b]: € [e OU [b = [b] & L(a v b) = L(b) 

& L(a)U (b) = L(b) & L(a) C Lib). 


仿照 引 理 6.2.1 的 证 明 ， 设 x € L(a)\L(b), Vy € L(b), WM 
zV y E L(a N L(b) = Lia Ad), 

因为 人 S 是 有 限 并 不 可 约 的 , BA m € L(aAb) ey € L(a^b), Bp 
TELONLD) 或 yE L(a) N L(b), BRAA ye Llan LD), 
因此 L(b) C L(a). 因此 证 得 (L(a) | a € S) 关于 集 包 合 关 系 构 
成 链 ， 故 不 难 理解 S. 成 链 的 事实 .如 果 n> 1, 以 上 事实 就 不 一 
定 成 立 ， 但 我 们 有 

定理 6.3.5 A, 是 An 的 任 一 间 余 类 [ala 上 的 格 序 同 
4H [ela-1/Àn 是 全 序 集 ， 

HEAR # a,b,c € [a], (a,b) € Ag, IM L(a) = L(b) = L(e), 
H L(a?) = L(b*). 下 面 证 明 L((a V c)?) = L((bv c)?). 事实 上 
L((avc)*) = L(a?vacvcavc?) = L(a!*)UL(ac)UL(ca)UL(c?), 

因为 L(a) = L(c) B. Ay HERBS, t L(ca) = L(c?), L(ac) = 
L(a?), 因此 
L((a v c) = L(a? v c?). 
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闻 理 可 证 L((bvc)) = L(b vc?) . AX L(a?vc?) = Lb? Vc), 
所 以 (aVe,bVc) € Az. 对 偶 地 可 证 (a ^c,b^c) € A. $ 
[oj>, [b] € [a]1/ 42; AA a,b € [lali, 所 以 L(a) = L(b). 因为 
L(a?) C L(b°) R L?) C L(a?), 不 妨 设 L(a?) C L), Wi 
L((a ^ b)?) = L(a? ^?) = L(a?), X. L(a^b) = L(a), 由 42 
的 定义 得 [a ^ b]a = [a], 即 [alo < 四: . 


利用 上 述 证 明 过 程 ， 我 们 利用 数学 归纳 法 就 可 证 得 本 定理 的 
Bie, M. a 


id S(n) = {a € S | a^ = 0}, W S(n 1) C S(n),n = 
12,., HE S(n) HF V xi, S= U s(n) . 4 (a). = 
lala O S(n) , 则 t 

定理 6.3.6 S(2) RAE APART SERERE. 


证 明 a,b € (a]2 = [a] S(2), WM (a,b) € Ay , Bp 
L(a) = L(b). 因为 a € L(a), PL ab = ba = 0, Eu, (a)2 U {0} 
AFER. 因为 [ale HHA S2) X v 半 群 ， 所 以 íaj2U (0) 是 
VÆR. X 


(a ^ b)* — a? ^ ab ^ ba ^ b? — 0, 


ML a ^b € (aj; U (0) . 
S(2) = SAS(2) = U (la}2S(2)) ; 因为 S/A2 是 全 序 集 ， 


所 以 S(2) 是 互 不 相交 的 零 格 序 子 半 群 的 链 , 且 如 果 {a} < {b} 
则 [a] < [b], Atti a € Lla) C L(b), Hl ab=0. n 


一 般 地 ， 我 们 有 


定理 6.3.7 S(n) 是 每 个 均 包 含 S(n 一 1) 的 v 格 序 半 群 的 
&. 


”证 明 设 a € S(n) 我 们 证 明 (a), U S(n — 1) & v 
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序 半 群 . Vbe € S(n — 1) U {a},, WẸ b,c € S(n — 1), WW 
bc € S(n — 1); WẸ b,c € {a}n = lala N S(n), W bAn-16, 
从 而 L(I) = L(c'!). Bx be Lb") = Le"), 所 以 
bc") = 0, (be)^71 > be! = 0, 即 (bel = 0. 这 就 证 明 
T bc € S(n — 1). tii b € (a]a,c € S(n — 1), Al (bc)! > 
be"! — 0, Bl be € S(n — 1). BA S(n — 1) 和 {a} HALE 
格 , Hoe {a}a,c E S(n—-1), W (bV et > (b v eje"? =0, 
Sk bv c € S(n~1). 

X S(n) = SN S(n) = U (laln n S(n)), Bibl S(n) 是 An 


aes 
类 的 子 集 的 无 交 并 ， 且 {{&}n US{n 一 1) | ne 2Z+} 关于 字典 序 
构成 链 . 口 


注 6.3.8 if a,b E S(n)—S(n—1) A (ah. x (bh, & 
Rabe S(n — 1). 否则 HA 是 第 一 个 使 得 {ah < (bs 的 上 
RENAA, Ma c L(b), 因此 0 = ab < (ab), ik 
abe S(n — 1). BAER, RAM PREM: 

每 个 步 S 是 {5(n) | n € Z+} 的 升 链 , 而 S(n) — S(n - 1) 
又 是 一 些 类 的 全 序 集 且 其 中 任意 两 个 元 素 之 积 在 S(n — 1) m. 

n 


在 上 一 节 中 我 们 知道 ， 任 一 分 配 的 格 序 么 半 群 可 以 1 嵌入 到 
S(T) 中 去 ， T 为 全 序 集 . WES 为 正 格 序 半 群 ， 8 没有 单位 
Te, 我 们 可 以 并 入 一 个 单位 元 e 到 5 中 去 (e 一 定 是 最 小 元 )， 
这 样 每 个 分 配 的 正 格 序 半 群 S 可 以 1 嵌入 到 S(T) 中 去 (而 且 是 
S(T) 的 正 锥 S(T)* 中 ). 


在 S(T)* 中 我 们 考虑 一 个 短 等 元 0, 映射 (s, 引 中 每 个 元 为 
i, TA(s,t] 中 的 元 映射 为 TN(s. t] 一 个 固定 元 ， 0 在 S(T) 中 
的 阿 基 米 德 等 价 类 设 为 5, M S Arb. diac S, 


M(a) = {z € (s,t] | za = t]. 
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因为 a^ =0, 所 以 M (a) 包含 多 于 t-PHRE, EXE EDS (s,t) 
内 的 一 个 区 间 段 ， a =0 时 ， M(a)=(s,t), 且 我 们 可 以 验证 在 
Sr 

(a,b) € Ay + M(a) = M(b), 

Hib, (a,b) € A, & M(a) = M(b),---,M(a") = M(b"). 
定理 6.3.0 ”每 个 分 配 的 o ARERR EREDAR. 
证 明 设 5 为 满足 条 件 的 格 序 半 群 且 有 惟一 蛙 等 元 ， 由 上 

说 明 ,， 5 可 以 看 作为 S(T) WEILER, RET 为 全 序 集 ， 我们 

TET 中 包含 最 小 元 (如 果 没 有 ， 则 并 入 一 个 最 小 元 且 规 定 S 

中 的 每 个 元 把 该 最 小 元 映射 为 其 本 身 ) . T 上 使 得 0 的 值 为 常量 

的 极 大 区 间 总 有 (s, 4] RIER. eR 


p: 5 2 S((s.t) | F > fy 


KB f ESC S(T). VaeSa<O0 BRE NE Zt 使 得 am =0. 
因此 (s, tla C (s,t]. 所 以 p 是 可 定义 的 ， 不 难看 出 Hl 同 态 
H e(5) 是 步 . 


对 了 上 使 得 0 的 值 为 常量 的 所 有 非 弧 点 的 极 大 区 间 ， 我 们 
均 按 上 面 的 方法 来 定义 一 个 1 MAY: S — pls), v(S) 为 步 . 
mBabeS Hat b, 则 至 少 在 在 一 个 yp 使 得 pla) x v(b). 由 
此 证 明 S 为 所 有 形 如 p(s) 的 步 的 亚 直 积 . a 

在 上 述 定理 中 ， 如 果 把 分 配 去 掉 ， 对 不 对 呢 ? 以 下 我 们 讨论 
这 个 问题 . 

设 C 表示 a 单 窄 零 ! 半 群 但 不 是 步 的 亚 直 积 的 格 序 半 群 类 . 
下 面 可 证 C z. 

定理 6.3.10 HEH a > 5, 存在 一 个 格 序 半 群 5, (S, V, ^) 
为 模 格 且 SE C,|S| = o. 


iE AR 设 B 为 基数 且 B 十 2 = Qa, S= {u,v, ai er. 且 
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CardI = B. 定义 3 上 的 序 关 系 < 如 下 : 
u <a; «wit lI;ai|aj,i F j. 


则 (S, v, ^) 是 模 格 . 如 果 定 义 S 上 的 二 元 运算 为 (Yz,y € S) zy = 
v, WW S 是 格 序 半 群 且 Cards = a. 


S 不 是 步 , BA» 是 有 限 并 可 约 的 . RS WRAL Slk e 
K) WEEB, Vk E K, WFA S 的 1 同 余 Ry 使 得 Si = S/Rx. 
因为 8 ABH, MUR, 天 已 W € ,不 失 一 般 福 我们 也 可 
WR. Z 1s,Yk € K. WAR (8,V,A) 中 每 个 有 界 链 均 有 限 且 
任意 两 个 素 区 向 是 可 投 的 【projective)， 所 以 Con((S,V,A)) = 


{ais} 矛盾 . 口 
定理 6.3.11 对 每 个 无 限 基数 wa， 存在 一 个 格 序 半 群 系 
(S; hier 使 得 
1) Cardi =a; 


2) #25 ET, 则 (Si, Vis A) = (Sj MBA) 
3) S; fl S; IR ERI ($7 9) ; 
4) 任意 S; HEC m. 


证 明 设 oili € 了 是 不 相同 的 基数 ， Yi € I, J(i) 为 指标 
集 ， 且 CardJ(i) = ai. > 


S= (uui v aby} (ieT, (53) € 1 x JQ). 
定义 人 5S 上 的 序 关系 < MT: 

| u <ur <a < by «v, | 
S 中 其 他 元 素 之 间 均 不 可 比较 ， 则 (5,<) 为 格 。 Viel ds 
上 定义 二 元 运算 “ci “: MR m =y = u, W roy — a, 否则 
xoy =v W S; =(S,V,A,o;), 不 难 验证 S;, Vi € THA a A 
COS PER BEL RARE 2). mE ij, S; 与 S; 之 间 存 在 ! 
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A qo, 则 o RE (S, V, ^) 的 自 同 构 ， 因 此 u, uai 和 bij TE vo 
下 不 变 (这 里 要 注意 到 as 与 o; 互 不 相同 ). 因此 

a; = v (a;) = p(uo; u) = p(u) oj plu) = uo; u = aj, 
7. 


下 面 我 们 用 反 证 法 证 明 A). 设 存在 i c 了 使 得 S; 可 表 为 步 
Tm(m € M) HILAR. 因为 Si 不 是 步 ， 所 以 Vm € M 存在 S 
的 一 组 非 平凡 的 格 序 同 余 Rm(m € M) 使 得 n Rm 一 上 

mE 


设 m € MM fiz, j(1) 和 7(2) 为 工 中 两 个 不 相同 的 元 素 ， 
则 | 
ai) Rm) V aj (Fas) = v( Ra). 
因为 S/Rm 为 步 , 则 aja) (Rm) = v(Rm) R aij (05) = v(Rm)- 
不 妨 设 aita) = 0(Rm). 取 (3) € 1 AM j(1),3(2) 都 不 相 
FH. Wy - 
ui = G5(1) ^ ay(2) Rm A aji) = aj; 
uj = &5(1) ^ G5(3) RmY A aja) = 45(3)- 
故 
"uj 一 U1 V ul Rmi) V ayt3) =Y, 
因为 m € M 可 以 任意 选取 ， 所 以 (u,v) € N Pm =4, f 
mE 
lá. 口 


$4 弦 半 格 序 半 群 的 表示 
本 节 所 考虑 的 半 群 8 均 为 可 换 的 、 如 果 半 格 序 半 群 9 只 要 


求 为 上 半 格 ， 这 时 S 称 为 弱 半 格 序 半 群 ， 本 节 讨论 这 类 格 序 半 群 
的 亚 直 积分 解 问题 ， 主 要 结果 来 自 [91]. 
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一 个 弱 半 格 序 半 群 (ww 半 群 ) 5 称 为 整 的 (integral), 如 果 
S 中 包含 单位 1 且 为 最 大 元 ， FRA SETHE FY SA 
FHH a € 本 a <b, 则 be kF (HERES wV ER 
而 言 和 一 般 序 半 群 中 潍 子 的 定义 一 致 ;. Bw VERS HAR 
子 关 于 集合 的 包含 关系 构成 完备 格 ， 其 最 小 元 为 1}. AH 
AS 的 两 个 滤 子 ， 则 显然 AOR 也 为 S HRF, 


RAR S={fiV fı | fi € Fi fa E Fo}. 


S 的 一 个 元 素 a 生成 的 滤 子 [a) := {8 € S | s 2 at,k E€ Zt}. 
我 们 回 亿 一 下 , 一 个 带 最 小 无 0 的 格 L 称 为 伪 补 的 (Pseudocom- 
plemented) MRL 的 每 个 元 a Ht a HE. L 称 为 析 取 的 
(disjunctive) 如 果 对 工 的 不 相等 两 元 a,b, 存在 ec 使 得 aAc=0 
E bacok bAcC=O,aAcHO. BL EMH, S HAT 
RR 
C(L} = {a € L| a= a**}, 
则 C(L) 是 Boole 代数 , 最 小 元 为 0 Hae C(L), Mat Aak 
C(L) 中 的 补 . 3t a,b E€ C(L), MZ C(L) 中 avib= (a* Ab*)*. 
Aw V 半 群 的 滤 子 格 是 伪 补 的 , 设 F EF, UF 的 伪 补 FL = 
(ae Stavf 21, Vf € F}, [a) thti (a) Awk at. 

引 理 6.4.1 d S XE wV 半 群 ，B(S) = {at |ae S) 
是 S 的 所 有 了 闭 滤 子 Boole 代数 的 分 配对 偶 析 取 子 格 且 如 果 S 为 
格 序 半 群 ， 


at n b. = (ab)*,a* nib* = (a A b)+, at Vv, b+ = (av b). 
. 证 阴 1) attndt+ = (ava)t+. 事实 上 , AA acah, be 
btl, 所 以 a V b e alt nbh, (av b)- C a^^ nbl. # 


z E€ att NbN (avb) , WI ze(avb)t,H zvavbzl, 
zVa€ bt. X zVag bt, Am zvacbtnb+ =[1). 类 
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似 地 可 导出 z eat, X z Ealt, 所 以 z = 1, 我 们 以 上 证 明了 
att ntn (avb)t = (1), 因此 


att nbtt C (avbjtt, 


从 而 at vi b+ = (att Nb) = (ava). 
2) AA ab € a,b, MA (ab) C a- bs. ik ceat nbi, 


则 
 (eVa)(cvb) = à vea v cbvab —1&cV ab, 


因此 ev ab = 1,c € (ab)+. 这 就 证 得 (ab) = at nb-. 如 果 S 
为 了 半 群 ,类 似 可 得 (aA 0)? — at nbl. AA C(S) 是 分 配 的 ， 
ik B(S) 是 分 配子 格 且 最 大 元 为 5S = 1 . 


3) B(S) 是 对 偶 析 取 的 . Bat Ad, Riit al Cb 存在 
cE5 使 得 aVc=1 但 bYec 关 1. 因此 


at viet = (av e)" = Sb v4 c = (bvc) z1* — S. 
| m 
命题 6.4.2 设 S 为 整 wV 半 群 (1 半 群 ), 映射 
y: 5 + B(S) | e(a) 2 at, Vae S 


是 S5 B(S) 的 满 司 态 映射 且 Kerp = {a € S | pla) 211) = 
[). 进一步 地 ， 设 D 为 对 侦 析 取 分 配 格 且 图 : S > DARA 
$, 

Kery = {a € S | é(a) = 1} = [1), 


则 存在 一 个 同 构 映 射 Y: B(S) 一 D 使 得 $ — pog. 
TERA 由 引 理 6.4.1, o RAB Kero = [1). 定义 


Vi : B(S) > D | yıla) = v(a). 
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如 果 at = bL, v(a) x v(b), BA D 是 对 偶 析 了 到 的 ,存在 dE D 
使 得 dv (a) = 148 dv (b) Z 1. 又 存在 上 ES 使 得 区 的 一 由 
从 而 
p(t Va) = 1, b(y V b) 天 1, 
He tVa=1,tVbÆ1, Mat =b FH. 这 说 明 BN 
Ma. 如果 at Ebt, Be ce S HBave—1 sb bvecAl, W 
| (a) vele) = 1, Yb) v pe) £1. 

&k (a) AY). vi 显然 是 满 的 ， 因 为 yilla) = viat) = 
(a) . 口 


S RRT F (AS) BARN, MRavoeF, Mack x 
bc F, 不 难看 出 下 为 素 当 且 仅 当 S\F 为 ol 理想 . 


引 理 6.4.3 E8 wi V SERE SH, 每 个 极 大 sl 理想 是 素 的 
且 9 的 素 滤 子 是 极 小 的 当 且 仅 当 SVP RRA sl 理想 . 


“证明 GRE OM 为 极 大 sl BH, ErgMygM, FRA 
| Mi-í(seS|(3neM)szmv sa), 
则 M, 是 真 包含 MM Sisa, ARAM, = 二 5. 存在 mi e M 


使 得 mi Vz — 1; 同 理 可 证 存在 m € M 使 得 m2 V y — 1. N 
31€ M, & 


1- (mi V z)(ma V y) = mima V may V Tm; V zy 
中 eyg M. 本 引 理 中 其 他 部 分 容易 得 出 ， 赂 之 . ag 


TH 6.4.4 S 中 素 滤 子 F 是 极 小 的 当 且 仅 当 Ya € Fat g 
F. 


证 明 RF HB wV 半 群 的 素 滤 子 且 aZ FVac F. 
mE S 中 存在 另 一 素 滤 子 F 使 得 PF CF, gobe FF, FE 
beb AF, AA bvb =1, HH DEF REF, FR. 
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反之 , 设 下 为 极 小 素 滤 子 ， 由 引 理 6.4.3, S\F ARK sl 理 
很， 设 a € 下, ERE 


Mı = {s € S5 | GmeS\F)s<mva}, 


ERS 的 包含 S\F 的 sl 理想 ， 故 Mi = S, WEE m € S\F 
E mVa=1,me(S\F)nat, Bi at g F. OD 


现在 我 们 来 考虑 和 si T ONE ESL TOL TEM 
A w 半 群 的 同 余 ， Ker = (s € S | (s,1) € 0}, M Keré 
为 SEET, 反之 ，S 的 任 一 滤 子 F HAS 的 某 一 同 余 的 核 . 
事实 上 ， 定 义 OF) 为 


(a,b) € O(F) & (3f € F) fa < b, fb < a, 
则 OCF) f Ker(6(F)) = F 
定理 6.4.6. RB wV ER S 为 相对 补 的 分 配 格 当 且 仅 当 
S 的 每 个 滤 子 是 惟一 同 余 的 核 


证 明 MES HETET F 是 惟一 同 余 的 核 ， 则 在 命题 
5.4.2 d, p: — BCS) tt Kery = ((a,5) | v(a) = 9(d)} 
必 为 相等 关系 ， 基 wp 为 同 构 映射 ， 所 以 S 是 分 配 的 . 证 明 的 其 
他 部 分 参看 有 关 格 论 的 书籍 (Alin, G.Szasz, Introduction to 
lattice theory, Academic Press, New York, 1963 ). m 


一 个 整 wl “HRS 称 为 简化 的 (reduced), 如 果 a,b € S , 
2;«lb«i,Hn|avbcl. 


定理 06.4.0 ik S REEwV ER (ER, WS 是 简化 
wM 半 群 (ER) f& (S/0(F)) 的 亚 直 积 ， 这 里 F EFS EK 
BE RD RE TR. 


ER RF ARLE, OF) 是 以 FAKKAR, M 
S/O(F) 是 简化 的 .事实 上 ， 设 


a(0(F)) < 1(0(F)), b(0(F)) < 1(0(7)), 
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则 (aVd)(@(F)) < 1(06(F)), BM avbe Fac F be F, g 
a(6(F)) = 1 R b(6(F)) = 1, FB. 


要 证 明 本 定理 的 结论 ， 只 要 证 明 如 果 z,y € 8,2 Y y, 一 定 
存在 极 小 素 泪 子 F Rc E y(O(F)). w J= {sE S| sx Xy) 
WIA S 的 有 理想 因为 1 J, UTA S. 由 Zorn 引 理 ， 
存在 S MRA sl 理想 M AS J, F = SAM HRDRRTA 
x E yF), 否则 存在 f EF 使 得 fx <y, 从 而 


feFnJcFnM =f, 
T. 口 
以 下 设 0 为 9 的 最 小 元 ， Ya E 3, mo 一 0:a 如 果 存 在 ， 


a 称 为 a ES RRAHUR. WR S 的 每 个 元 均 有 拟 剩余 ， SH 
称 为 是 拟 剩余 的 ， 


定理 6.4.7 i SERA RHE w V 半 群 ， 则 下 列 各 款 
4 | 

1) (Va € S) (BEeS)ab=00v6=1; 

2) S EMAA MH ava’ = lvaes; 

3) S 9 Boole 代数 ， 


证 明 3) > 2) > 1) BR. 
1) => 3) 如 果 S 可 简化 , 由 1), S = (0,1), 根据 定理 6.4.6, 


S 为 一 些 (0,1) 这 类 w V 半 群 的 亚 直 积 ， 当 然 S 为 Boole ft 
数 . a 


定理 6.4.8 设 S 为 整 的 拟 剩余 的 wV 半 群 ， 则 下 列 各 款 
等 价 ， 
1) Ya € S,a* Va** 1; 
2) S 是 整 简化 的 稠密 的 (ab 0 a= 0, Rb=0)wVy 
半 群 的 执 剩 余 亚 直 积 . 


证 明 ”如 果 S 是 简化 的 , H ava" = 1 a* = 1 8 
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c" = 1, MN a = 0 Rb=0,k S A Pu, RIER 6.4.6, £j 
论 成 立 ， 2)> 1) BR. 口 


定理 6.4.0. SABHA w V ER, WT ARS TT: 
1) (Va,b e S) (a:b) V(b: a) =1; 

2) S 为 全 序 整 可 剩余 的 半 群 的 可 剩余 的 亚 直 积 ; 

3) S 是 下 半 格 且 (Va,b € S) a: (bAc) = (a:b)v (a:e); 
4) S 是 下 半 格 且 (Va,b E€ S) (bVc): a= (b: a) V(c: a). 


证 明 ”1) 2) 由 定理 6.4.6 RIES S 为 简化 的 ， 又 从 
(a:b) v(b:ao)2148$a:b21m b:a-1, Amb am 
a <b, k SAEF. 2)> 1) 显然 ， 我们 从 2) 中 可 以 看 出 
SATEH. 2)> 3), 2) > 4), 3)> D, 4> 1) 仅 是 验证 ， 略 
x. 口 
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第 七 章 ” 序 半 群 与 理论 计算 机 科学 
$81 W 半 群 与 W 网 


定义 7.1.1 ”一 个 半 格 序 半 群 (Ws, <) MOS W 半 群 ， 如 
RW Wim: 

1) f (W, x) 是 完备 ; 

2) W 包含 单位 元 e MFO; 

3) W 的 乘法 运算 对 并 运算 满足 无 限 分 配 律 ， 即 


(Va, ba € W) a(Vba) = V(aba), (Vba)a = V (baa). 


例如 给 定 集合 X 上 的 二 元 关系 R(X) 关于 集合 的 包含 关系 
和 关系 的 合成 运算 构成 WH. Xt @ = [0,--oc) U {+00}, 则 
(Q,+,<) 是 W 半 群 且 单位 元 为 0, 零 元 为 +00. 

EW RW, 设 a€EW 记 a =e,a= V ao = 
ave. > 

引 理 7.1.2 在 W 半 群 中 ， 下 列 各 款 成 立 : 

1) mH a> b, Wl a> b,a* > b*; 

2) (ati =a. ai — aai 20; 

3) (at —a*,i 20; 

4) @=G,a"* =a". 

”证 明 路 . | 

ESAW 半 群 的 非 空 子 集 ， 咏 和 S* 分 别 表示 包含 SS 和 

零 元 且 满足 下 列 闭 包 条 件 的 子 集 : 
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S: 如 果 abe S, W abavbaes: 

S*: 如 果 a,b € S*, IJ aba vba € S*. 

引 7.1.3 dt S 2g W HRW TR R= V” 

8E 

则 下 列 各 款 成 立 ， O 

1) imEacS,Wacy 

2 mace, Was"; 

3) m£&acSHa2)Y,Na-Y; 

4) 如 果 aeS Hazy", We=>"*. 


证 明 eT-(cla«YLMT2S & abc T, Wi 
anay a ET, BELT -T 2S. Ak, inacS,WMacT. 


2), 3) 和 4) 可 以 类 似 证 明 . | 口 


引 理 7.1.4 WS X W 半 群 的 子 集 且 S 中 每 个 元 为 正 元 
(Va E€ S,a > e), SHER, WS 也 为 正 的 且 S=S"*. 


证 明 由 定义 可 直接 推导 ， MERI. 


W SOS W 半 群 的 有 限 子 集 ， 我 们 现在 可 给 出 S RB (S- 
term ) ( 记 为 f) 、 它 的 生成 集 { 记 为 Gy) 、 它 的 深度 (WA dy) 
i) Ys E S 是 S 术语 ， 生 成 元 集 为 {s}, 深度 为 0 ; 
ii) 如 果 fig 为 S 术语 ， 则 了 Vg, fg RFEA SREE 
Gyg = Gyyg = Gr UG, GF = Gy, 
dfg = dfvg = max(d;, dg) + 1,d; — d 4- 1. 


iii) S 术语 均 由 以 上 形式 构 作 . 


定理 7.1.5 RSW 半 群 的 有 限 正 元 集 ，f 是 S 术语 
生生 成 集 为 Cy. 则 
J=}. 
f 
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这 里 2s = Viel ae Gy}. 

证 明 对 S RRA. 如 果 dy 二 0 , 结论 显然 成 
立 . RASH, dp» 0 B 5 术语 的 深度 < dj 该 定理 成 
X. 

情形 1 f=gvh, 则 d, < ds,dh < dy, 由 引 理 7.1.3 BIA 
纳 假设 


g h f 
情形 2 f= gh, Wi gh > g,h , Bi gh 2 g vh , H31% 7.1.3 
(2), f - gh g v h, 归 为 情形 1. 
[-85-23-Y- Y. n 
g f 
. 进一步 地 ， 我 们 有 


推论 7.1.6 i {a1,02,…,an} AW 半 群 的 元 素 ，5 = 
{at,a5,---,a%} + 设 于 为 S Rik, ERE Gr 一 (91.95.75, 95) c 
S, W f'—(gmv-- Vs). 


证 明 由 引 理 7.1.3, 7.1.4 和 定理 7.1.5 ， 
"=f=9V Vg = (NV N da)" = (nVesVss gs)". 
口 


设 (W, <) 为 W 半 群 ，W 为 W ER nxn ee (aij) 
fk. 在 Wi 中 定义 二 元 关系 和 乘法 如 下 ， 


设 A= (aij), B = (bi), 
A < Bo Gij < biz, Vi, j € 1,2,- tt n), 


AB = (V ainbe;), 
k=1 
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则 (Was X) 为 W ER, OER W 的 零 元 ， 单 位 矩阵 E 
A Ws 的 单位 元 . 


RAEW,, ia SA) 为 4 的 元 素 集 ， 则 我 们 有 
定理 7.1.7 S(A) C S(A). 
为 了 证 明 简化 起 见 ， 我 们 先 讨论 W 网 (W-net ). 


设 WV 为 W 半 群 ，Q 为 非 空 有 限 集 ，@ x @ x W 的 任何 
. EZARTEN BAWA. Q 中 元 素 为 N 的 节点 (node). 设 
(da: 98; 3) € N, s RAE N 中 从 ge 到 ge 的 跃迁 (transition). 
N 中 的 元 素 列 p 如 有 下 列 形式 


p-—« (40, qi, $1), (41, q2; 82), sees (@r-1; Gr Sy) 2, 


DOS N 中 的 从 go 到 gr 长 度 为 7 .宽度 t(p) = 5193 --- s, 的 
步 ， Pp 的 结 点 列 为 xlp) 一 (G0, gr) . 


W ga;gp 为 N 的 任意 两 个 结 点 ， 我 们 称 W 中 元 
ftp) | p 为 Ngqa 到 qs 的 步 } 


ON 的 从 ga 到 qa 的 传导 (transmission D WA tga, qg). 


定理 7.1.8 HNAW 网，5 为 NN BREE, do; 98 
为 N 的 任意 两 个 结 点 ， 则 传导 Elda ag) TE S 在 中 . 


证 明 由 六 我 们 构 作 另 一 个 信 ON’ 如 下 
(45,459) € N' & s = Vis, | (47,96, 84) € N}. 


这 里 (qy, qs) 为 N 中 的 任 一 结 点 对 . 则 N' 和 N 的 结 点 和 传导 
均 相 同 且 N 为 完备 W 网 ， 即 每 个 结 点 对 (gg), N' RAE 
TE— — 7621. (95,95, 5"). 下 面 我 们 仅 考 虑 完备 W 网 ， 为 了 方便 我 
们 需要 下 列 引 理 . 
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引 理 7.1.9 ( 结 点 淘汰 定理 ) 设 入 是 完备 的 WW 网 BARA 
Qa 77 d > 1. ali, j) ETRA qi Bl gj;, 1 < ij € n HR 
xf. N' 是 完备 的 W 网 ， 结 点 为 1.92;°°7s9n—-1 > 从 di 到 qi: 
L<i,j<n—1 WEE s (ij) 定义 为 


s'(i, j) = s(i, j) V s(t, n)s" (n, n)s(n, j). 
则 (i,j) = t(D),1 XijXn-1,XxH8 (5j) ÆN Wad 
q; 的 传导 . za 
证 明 ER, s(53) € t(5,3). RP AN PAG Sli a; B5 
长 度 为 7 、 宽 度 为 wp) 的 步 ， 则 
w(p) 一 s'(i, ky) . a (ki, k2} t: - 8 (k, 1, j). 
因此 
© w(p") < t( ki) tnis ka) (as 3) € EC, j). 
& (i,j) € tij) 另 一 方面 , W p N PA qA gj, 15 
ij < n 的 步 ，D/ 为 由 Pp 所 决定 的 N 的 步 ， 即 将 p 的 结 点 
列 c(p) 中 去 掉 就 为 p 的 结 点 列 ， 因 此 w(p) > wip), & 
(i,j) > tli, j). 
定理 7.1.8 的 证 明 (3E) RN 为 完备 W 网 且 结 点 为 


0:02:77 fn. 


A) 如 果 ga = qo, A qi. 我 们 对 n 作 归 纳 法 证 明 . 当 
n=1it, ¢(1,1)=0 2 t(1,1) = s(1,1), H (1,1) € S. 8 
n> 1, 应 用 引 理 7.1.9, YE N 中 淘汰 结 点 gn we W RON’. 由 
归纳 假设 (1,1) e S', S 为 N' 的 跃迁 集 ， HERS! C S, 因此 
t(1,1) = (1,1) e S' CI=S. 
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B) WR go Z qa, id do = q1, da = qo. HH 作 归 纳 法 ， 当 
n=2 Bf, 
t(1,2) = [ev t(1,1)}a(1,2)[e v £2, 2)] 
8(1,2) V s(1,2)4(2, 2) v t(1, 1)s(1, 2) 
Vt(1, 1)s(1,2)4(2, 2). 


根据 A), 11,2) € S. 下面 归纳 淘 涩 结 点 的 方法 类 似 于 A)、 o 
定理 7.1.7 的 证 明 B A= (aij) 为 W 半 群 WW 上 的 nxn 
i RE, 考虑 完备 WwW 网 N, 5 A 1,2, … ,7 且 (i,j 8) € N > 
8 = 045. 
设 tei, j) = V (w(p) | p 为 从 i 到 j 长 度 为 r? 的 和 N 的 步 }, 则 
(£(53)) 2 A,1€ 6j <n. 


Bub, (t(é,j)) = A. 根据 定理 7.1.8 , tlij) € S), & S(A) C 
SQ. : 

7.1.10 RSHW 半 群 的 非 空 有 限 子 集 ， fO SUR 
语 ， Gy 为 f 的 生成 集 . 则 存在 W 网 N, f AN Qo: 08:5* * ^ do * 
qa. GY AN BREE, FAN KM ga 到 ag 的 传导 . 


证 明 A) HeeGy, xt d; 使 用 归纳 法 ing d; =0, 4 
论 显然 成 立 . RS 术语 f 的 dy > 0 且 假 设 定理 对 深度 < dr 的 
S 术语 均 成 立 . 

a) R f =gh,d, < dg, dy, < dy. 设 N aN" 2W RBS 
点 集 分 别 为 Q' = {gg Q" = (a d Hai ae) = 
gt (Gh. 的 ) 一 无， 我 们 重新 定义 你 网 , REAR QUQ", 
B 

N = N'U N" U (qh, q^, e), 


VW Hga, qda) 一 


: 245 - 


B) Rf=gVvh, KUF a), ELW BN 如 下 ， 
N = NUN U (das das €) U (45,98, €), 


WW t(q,.25) = g V h. 


7Y) 如 果 f = gd, < dr. iu N' AW 网 且 结 点 为 Gas gg 
(ga, 94) = g. 我 们 定义 新 W 网 


N = N'U (gs, qs, €), 
W t(q0,9%) = g- 


B) 设 e Gy. 我 们 可 以 类 似 来 证 明 , 它 必须 避免 e 跃迁 出 
现 ， 故 我 们 有 以 下 简略 情形 ， 


a) ik f= gh 时 ， 
N = N' U N” U (a5, q", 8") |g € Q", (aig, s") e N"). 
Wi tidas ga) = gh. 
B) 设 f=gvh 时， 


N = MN! U N" U NCA s") | q" € Q", (q^, q", s") € N") 
U {(q',95,8') | d EQ, (445,5) € N’}. 


则 taata) = g V h. 
y) f= k, 
N — N'U ((d5,d, 5) | d € Q' (qu, d") E N’). 
W te 的 ) = 8- : 


关于 可 剩余 W 半 群 及 Wm W 网 在 语言 等 方面 应 用 
可 参见 自动 机 、 语 言 方面 的 书籍 和 [92]. 
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§2 可 换 序 半 群 的 交 图 


本 节 的 主要 结论 来 自 [93,94] ， 这 里 所 指 的 序 半 群 为 可 换 序 
FH. 设 5 为 可 换 序 半 群 ，G(S) 表示 S 的 所 有 西 真子 半 群 集 . 
我 们 称 一 个 图 为 交 图 是 指 一 个 顶点 为 集合 的 无 向 图 ， 有 边 过 两 个 
不 同 的 项 点 当 且 仅 当 它们 有 非 空 交 . 


仿 上 的 一 个 等 价 关系 As 称 为 是 准 阿 基 米 德 等 价 的 ， in 
(Vz, y € S) (z,y) € As e (3k, m,n € Z*'s* < y" « x^, 


A(S) 为 S 的 所 有 准 阿 基 米 德 类 集 . 如 果 [ACS)| > 2, 则 A(S) C 
G(S) KOA PCS, 已 生成 的 凸 子 半 群 记 为 CCP). Xia W = 
{x"y" | mne Z*u(0)). 下 列 结 论 显然 可 得 ， 
. A) C(z,y) = C({z,y}) = (2€S| GuvEeW)u<z< 

vh; c 
B) in& z X y, M C(z,y) = {2 € S| (mne Z*)z" < 
z&y"); 

C) C(x) = (2€ S | (Amn € Zt) a” S2z2<2"}. 

称 S 满足 性 质 (*) , 如果 存 在 ab ES 使 得 

Vm,n € Zt, C(a™, 6") = S. 


FRA G(S) 为 连通 图 ，6(S) 为 其 直径 , 则 下 列 半 群 的 é(S) = 
0: 

D) RR p 阶 循环 群 S, ; 

E) So = {a,e}, a? = e? = ae = ea = e, alle ; 

F) Sf —(a,e) = (So, <),a>e; 

G) So =(So,<),a<e. 
E Z = {5p So, Sf, S3 }- 
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定理 7.2.1 Wt S 为 可 换 序 半 群 ， 则 下 列 各 款 成 立 ， 

1) 如 果 |S|=1, M G(S) 2 0; 

2) MRS 序 同 构 于 2 中 任 一 半 群 ， 则 6(S)=0; 

3) x |S] > 2,|A(S)| = 1 8 S 不 序 同 构 于 Z 中 任 一 半 
群 ， 则 56(S) = 1 ; 

4) 如果 [A(S)| > 2, S 没有 性 质 (+), W 6(S) 22; 

5) mH |A(S)| > 3, S 具有 性 质 (*), 则 6(S) 23; 

6) 如 果 |4(S)| 2 2, S 具有 性 质 (+), 则 GS) 由 两 个 全 序 
分 量 组 成 . 


证 明 1),2) BR. 
3) # (S| 2 2,|4(S)| 2 1 E P,Q 为 5S tSp TE 
H, R rE Py EQ, W (z,y)€ As, 即 存在 mnk c Z* 使 得 
z* <y” <a", y" e C(z)nC(y) C PnQ. 


因此 G(S) = 0 s 8(S) <1. 

如 果 G(S) —0,m S = C(x), Vx e S. BH 2? € C(z) 推出 
存在 m,n € Zt 使 得 c7" € x « 27^, + p= 2m-1,q = 2n- 1, 
则 xPt1 cz Satti, 由 此 导出 


DET MEM ECC E .< rt! 2 


Aix = oP! 4e.—azP,yW e? =e, E S= C(e) = {e}, F 
M. 

如 果 6(3) = 0, UFE e= e E sS H S= Clr), Va Fe. 
u E S,u že, th (ue) € As BRE n € Zt 使 得 e <u" € e, 
Eu” = e, W H = {fu ut, u) S 的 循环 子 群 . 
如 果 |E| > 2, H 存在 素 阶 循环 子 群 K, 可 证 K 为 凸 的 ， 因 此 
K = S. WẸ |H| = 1, BE k c Z* 使 得 a — uë x e, a? — e, 
即 Vm € Z^, a™! = e, 当然 ae = ea — e. XE zCSH 


- 248 - 


a£zz£emWAS-C(a,WMaczscese«zrz«a. 如果 
a<czx<e, Hj 


(Vm € Zt) e= Pind! < pU « gti =e> qni =e, 


Ma€S=C(r) Mr<ace, FA. 类 似 可 证 如 果 e <x <a, 
WES HIE. Mit S 序 同 构 So, St ES. 


4) 设 3 不 满足 性 质 (X) B. |4(S)| > 2, 由 D 的 证 明 可 得 
G(S) € 0. P,Q S f XXE. Ree Pye Q, tig 
设 存在 m, nE Zt 使 得 R — C(z",y") 4 S, 2™ € Pn Rs, 
y eQnis 0, Mit 6(S) < 2. 

因为 |4(S)| > 2, 存在 互 不 相同 的 准 阿 基 米 德 类 P,Q. 又 
PNQ=6, Brel 6(S) > 1, 故 6S) 2. 


5) & S 满足 性 质 (+) B [AG)| > 3, 由 D, G(S) x 9, 
&PQESISADnTEN, MRA EP, y EQ R= 
C(z,y) 2 S, B4 ROQ #0, RNP Z0. ini Ve c P, Wye Q 
WH C(r,y) = S, RAS JURE ETT GE IC. 


HEA 设 存 在 >E 已 yEQ@ 使 得 z<y 或 了 <z. 不 
妨 设 r < y, 因为 |4(5)| > 3, 一 定 存 在 2 € S 使 得 z 4 (Eas 
z € (y)As. 因为 C(x,y) = S, 所 以 在 在 m,n € Zt 使 得 zm < 
z Sy”. 4 R=C(a™,z),T = C(z y^). mR R=S, My € R, 
FE r,s € Z* 使 得 2"" <y < 2°, HEM z € lya FE, 
M RAS. BAET AS. 因为 zm e PNR, ze RNT, 
y ETNA, th POR, RNT, TOQ 均 不 为 空 . 


WEB ing Pm OQ 中 的 元 素 均 互 不 可 比较 ， 即 elly. 我 
们 分 以 下 几 中 情形 讨论 . 

a) fiizcePzeSidzg(z).BzXzuUszts. 
不 妨 设 <z, y EQ, AH zE Clz,y), HE mn € Zt 使 
得 z < sy". & R=C(a,z),T = C(z,y"), UWRF S, BH 
y € C(z,z) 和 P, 入 中 任何 元 不 可 比较 ， 了 矛盾 .又 全 天 3, 否则 
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E r,s € Zt ER rzy, 因此 


zz < g'g n5 < zy 


则 > € (z)Ag, 矛盾 . TERE, POR, ROT, TAQ 均 不 为 空 . 

B) #fyeQ,z2eS Ry (zas Hy Sz MR z<. 
WF o) 可 证 存在 S HANTER R, T 4848 POR, ROT, TOQ 
WRA 

y) & vveS,in&uc PUQ B u d (v)As, W ule. 
因为 |A(S)| > 3, 由 上 选择 的 x € P, y €Q, B z e S 使 得 
a € (asy € (zas 因为 S= Clr, y), FE m,n e Zt 使 得 
z>2%y", & R = C(a,ab),T = C(ab,b), a = x,y” = b. ġa 
S R—S,THrscN fiti b«a'(ab) x b < (ab. WR 
b < a"(ab)*, W| at! < (ab)'** < 275, Bp (b7*1,27**) € As, 
从 而 推出 (y,z) € As, FA. 如果 b < (ab)*, 类 似 地 可 以 推出 
了 矛盾， 因此 RAS. 类 似 可 证 工 关 5. 结果 a E PNR E Í, 
abc Rh T #O,bETNQFD. 


综 上 所 讨论 的 各 种 情形 得 O(S) € 3, 下 证 6(S) = 3. 事实 
+, BA 5 有 性 质 (+), 则 


la,be S, Vm,n € Zt, C(a",b") = S. 


it a€ AE AlS), be Be A(S), AH |A(S)| > 3, 所 以 .A,B 
为 两 个 不 同 的 凸 真 子 半 群 , BTA S 的 西子 半 群 且 ANT Æ 
QA BOT, MT=S. 事实 上 , Ree ANT, yETAB, AW 
(z,a) € As, 存在 7,m,s € Zt H £" « a" < 2°, Wa” € T, 
同 理 我 们 可 证 存在 n€ Z* $48 b^ € T, ik 5 — Ca", b") CT, 
E S=T. RAVE oS) a. 

”6) HS RAHA (+) 且 [A(S)| = 2, 存在 S MRAP 
B A,B GS S = AUB,ANB=0 H A,B € A(S). 利用 5) 
的 同样 方法 可 证 S 的 每 个 真 凸 子 半 群 均 包含 于 4 或 召 之 中 W 
此 G(S) 为 两 个 全 序 分 重组 成 . a 


- 250 - 


通过 以 上 定理 证 明 我 们 看 出 ， 一 个 非 平凡 的 序 可 换 半 群 是 准 
阿 基 米 德 的 当 且 仅 当 交 图 G(S) 是 链 ， 以 上 仅 讨论 了 一 类 特殊 半 
群 ， 对 任何 半 群 又 怎样 呢 ? 


$3 半 格 序 半 群 的 求 导 与 形式 语言 


本 节 我 们 引入 半 格 序 半 群 S 上 的 一 个 变换 ( 称 之 为 导数 ) ， 
讨论 导数 的 性 质 ， 给 出 一 个 半 格 序 半 群 的 导数 是 商 映射 的 充分 必 
要 条 件 。 本 节 的 主要 结果 来 自 [95, 96]. 


设 X Z0, (X",-) EHF w = an-an Va; € X AM 
MAHAR, HSS A 为 单位 元 ， X* 的 任意 子 集 4 称 为 
X 的 形式 语言 。 X* WR P(X*) 关于 集合 的 交 、 并 运算 和 形 
式 语言 的 乘法 


(VA, B € P(X*)) A-B = {ab |a € A,b € B),0.A— A-0 — 0, 


构成 格 序 半 群 ， 形 式 语言 4 关于 字母 a€ X (fa) € P(X*)) 的 
导数 Da(4) 定义 为 形式 语言 {z € X" | az € A}, 那么 D, 为 
P(X*) 到 P(X*) 的 变换 且 满足 : 

1).D,(AU B) = D,(A)U Da(B) ; 

2 D,(AnB)-— D,(A)A D, (B); 

3) Da(A- B) = D(A)- BU6(A) De(B) , 
这 里 5(4) =) HACAMAZA 确定 ,根据 这 一 思想 ， 
我 们 引入 一 般 半 和 格 序 半 群 上 的 导数 的 概念 . 

定义 7.3.1 idt S Hire 的 半 格 序 半 群 ， 8 上 的 变 
hy 如 果 满 足 ， vz;,y ES 

1) e(z vg) = p(z} V oly) ; 

2) {z ^y) = plz) A ply); 


D — e| 9 226 
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Wp RAS 的 导数 . 


设 S 为 带 单位 元 的 半 格 序 半 群 ,显然 pp — id AS 的 导数 
如 果 S 带 最 小 元 0 B 0 = Oz, Yr € S, 则 p(z) -0, Vx € S X 
S 的 导数 ， 如 果 p(z) 二 ar, Vr € S, p BS 的 导数 当 且 仅 当 & 
关于 “人 ”是 左 分 配 的 ， 


$E 7.8.0 4 S 为 半 格 序 半 群 且 有 单位 元 e , p 为 其 导 
数 ， 则 下 列 各 款 成 立 ， 

1) MES HRW A 0=20,Vre S, Bl p{0) =0; 

2) v(x") = p(z)", Va € S,n > 2; 

3) mES HOH e £0, WH 5S 的 任 一 右 零 元 c HR 
ple) =c; . 

4) cheny SHER, M o(c)2v(z),Vz€S; 

5) ME SHRATH O2 e, Wl 0 = oli) > v(x), Vee 
S; 

“6) 如 果 S Æ Boole 代数 或 S 为 惟一 补 的 或 满足 zy = 

z^y(Vzy€ S) H e= ip(e) =e, N o = id; 

7) mH S 为 Boole RRA (e) = e, p(0) = 0, W p = id. 

证 明 以 上 结论 均 不 难 验 证 ， 略 . 

命题 7.3.3 eS 为 带 单位 元 的 半 格 序 半 群 ， 如 果 a € 


S (a Ze) FEAT}, SHER vo 可 写成 oz) = ple)z,Va € 
S. 
证 明 HA ab—e,WXRa»eab—elhbibZze RF 
b « e, W 
(Vr € 5) y(z) plex) = y(abz) 
. p(a)bz V p(b)x = y(ab)z = v(e)z; 


mR a Ze, Wi 


(vz € S) v(x) = e(abz) = p(a)bz = plab)z = p(e)z; D 


- 252 - 


例如 ， 设 (L^, v) AR, F(L) AL ERR, nu F(L) 
FRR. 并 及 合成 为 格 序 群 且 有 单位 元 id, L 上 的 每 个 一 一 
换 均 有 右 逆 元 , 故 F(D) 上 的 任 一 导数 olf) = v(id)of (Vf € 
DD)). 

命题 7.3.4 i S 是 格 序 半 群 且 格 (S, V, ^) 为 Boole 格 
i 尔格 序 半 群 ), e #0, ab = 0 4AR4a=0 R b=0, mS 
每 个 满足 p(i) =i GAS 的 最 大 元 ) 的 导数 ABBE 


WEB] ”由 7.3.2(1), y(0) = 0, X. y(i) = i, B fe’) = 
(z)" Yz € S. E z > e, W z' xe, 
0 = (0) = e(0y) = ve((z ^ z')y) 
= w(ry)^dw(z'y) 
[e(z)u V ply)] A e(z^)y 
OV [e(z) ^ v(z^)y] (Vy € S). 


hy =i, 则 0 = (a), AX i 0, RA ole’) = 0, 从 而 
r) —i, Vr € Sa > e. 因此 


(e) = plex) = v(e)z V p(z) = ix V p(z) > iz 2, VrcS. 


E zr £e, 则 有 下 列 两 种 情形 ， 

情形 ze mR r >e, W ryže, HUF r6 xe, 
NA o(z)=0, E p(z) > 2, Vr eS Hac = 0, FE. 如 果 
£e Wo — 


0 = wv(zy)^v(z'y) = e(z)y ^ play 
v(z)y ^ [e(z')y v z'y] = 0 v [p(x)y ^ z'y] 
(e(z)^z)y (Vy € S). 
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如 果 y =i, 则 0 = [p(z)Ac'ijg(z)Az =0， 因 此 
e(z) € z. X o(z) > z, i& 2 = (x), Vz € S, alle. 

情形 开 x <e. mE e= 0, N o(0) = 0; mR z 7 0, Hl 
z X e. 类 似 于 v||e, z' Ae, RATS plz) = c. 口 


推论 7.3.5 i 5 为 布尔 格 序 半 群 且 满 足 e 关 0,ab 二 0 当 
”县 仅 当 &=0 或 6=0, 则 5 的 满足 ot) =i 的 导数 是 ia. 


WEBB 因为 i 一 定 为 5 的 导数 , H id(i) — i, 由 命题 7.3.4, 
id(r)—i,z 2e. 特别 地 ，e =id(e) = 1, K (e) — e. 由 命题 
7.3.2(6), p = id. | o 


定义 7.3.6 B 5 为 右 商 Can DIA ED) 半 格 序 半 和 群 ， 每 个 
S ERR palt) =z :0,Yx E€ SRA S KF of. 


其 实 ， 在 半 烙 序 半 群 (P(X),m,U,-) H, Da(A) = Aza 
就 是 P(X*) 关于 ac X* MARA. 


” ”下面 我 们 讨论 商 映射 的 性 质 以 及 在 什么 条 件 下 一 般 半 格 序 半 
群 的 商 映 射 为 导数 . | 


命题 7.3.7 dE 9 为 完备 的 . 原子 的 布尔 半 格 序 半 群 且 z0 = 
0,Yz € S, 则 S 的 每 个 商 映射 pa (o 7:0) 是 5 上 的 一 些 原子 商 
映射 uu (a 为 原子 ) 的 交 . 


证 明 Ya € Sa 40, W a = Vai a; Xy S EET. BS 
为 完备 的 ， 则 


z:a22:(V a) — A(z:ai), 
故 Pols) 2:0 — Ava (z), Bl Pa = Ava - a 
在 (P(X*),0,0,) BT C X*, Wy 
Dr(4) = (ze X" | Tz C A) 
= (fz eX" |ts € A} =] DA) 


tET teT 
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这 里 [ti eT AX 上 的 字 且 为 P(X*) 的 原子 , Be = 
0102:::Gs AX 上 的 字 ， 我 们 可 以 得 


Dayaa-an(A) = Day [Due 1(A)], VA € P(X*), 


HB Da = Dan © Dani 9+ Da. 
设 5 为 半 格 序 半 群 旦 舍 单 位 元 e, a € 5S 称 为 不 可 级 的 ， 如 
Ra=be, W b,c 中 必 有 一 个 元 为 单位 元 . 


命题 7.3.8 RS 为 右 商 带 单位 元 的 半 格 序 半 群 且 S 的 每 
个 非 单位 的 原子 为 有 限 不 可 约 原 子 之 积 ， 则 wafa HAF) TRH 


Pan 9 Qa, 97719 Pay ， 


证 明 B a= aaan ai 为 S MRTARF, W 


tia = £:G,+++An = (T : a1) : (a a4) 
= ((z:a1:22) : t i an), 
从 而 Pal) = (Pan o 92, 07 O Pa )(2), Vr € S. m 


由 上 面 商 个 命题 ， 在 带 有 单位 元 的 完备 的 原子 布尔 半 格 序 半 
群 5 中 ， 我 们 在 研究 商 映射 pa 时 ， 只 需 讨 论 a 为 不 可 约 原子 的 
情形 ， 因 为 其 他 情形 均 可 用 原子 商 映 射 pa 表示 出 来 . 

命题 7.3.9 设 S 为 带 单 位 元 e 的 右 商 半 格 序 半 群 且 满 
Æ: 

1) MR az= 0, M 2 =0; 

2) ab=c AAT. Wob 是 原子 . 那么 对 S 的 原子 ac, 有 


b, c=ab; 


vate) = { 0, 否则 . 


证 明 设 ae AAF c= ab, 则 5 为 惟一 元 . XE, d 
c = ab = ad, W c—a(bvd), X bvd 为 原子 , ik bvd—b-d. 
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结果 c : a = b. WR c 不 能 表示 为 以 a 为 左 办 子 的 两 个 元 素 之 
A, M a(c:a) e, AA afc: a)=0, 由 假设 c:a=0. 口 


定理 7.3.10 设 5 为 带 单位 元 e 的 完备 的 原子 韵 布尔 半 格 
序 半 群 且 满 足 : 

1) Oc = z0 = 0,Yzr E S ; 

2) ab 为 原子 当 且 仅 当 a,0 均 为 原子 ; 

3) S 的 每 个 原子 均 惟 一 表 为 S 的 不 可 约 原子 之 积 . 
则 S 的 每 个 关于 不 可 约 原 子 a RH pa AS 的 导数 ， 


和 证明 我们 分 以 下 几 步 证 明 : 


A) Ha AMF, WW pal(V zi) = V Palri) 事实 上 , 仅 需 证 
(\ z:) : a = V(zi:a). 8 z; : a = o4, 因为 alV a) = V aa; < 
Vzi, K Voi < (Vzi) : a. Xi m > Vai, E am € V zi. hi 
m #0, 因此 m = V b;, b; ART, am = V(abj)) < Vai. a 
Alb; 为 原子 ， 由 假设 ab; 为 原子 ， 在 在 xi 使 得 ab; € zi, 因此 
bj < o; ik m < Voi FR. 我 们 这 就 证 明了 Vos = (V zi): a. 


B) it a ARF, 则 galr Ay) = va(z) Avaly), Vr, y € S. 
SURESS(x^Ay:e-(:x:a)^(y:a), Yzy € S Bin. 


C) Hea AMF, W pa(0) = 0, pali) = d ATi [pal2)] = 
palt’) Yz € S. 事实 上 , HH ab — O, WẸ b Z0, M b= V bi, bi 
为 原子 ，0 = ab 二 alV b) = ab; , Bl ab; = 0, STEEP E, X 
b — 0. 因为 pa(0) 20:0, X a(0:2) =0, Aii 0: — 0. BR 
Pali) =i: a = i. RH A) I B), pafz) V palz’) = pali) = 5 
PalT) ^ va(z') = e«(0) = 0, W palT’) = (ea(z)), Ve € S. 

D) S 的 每 个 原子 是 左 〔 右 ) 可 消 的 . He 为 原子 且 az = 
ay,r,y € S. whe = 0, 由 假设 3) 得 y = 0; MR x £0, 则 
y #0. #2 =Vaiy=Vy, Ti, 为 5S 的 原子 ， 设 


az = V az; = V ay; > ay;, 
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存在 ax; 使 得 ay; < azi. X ay; 和 az; 均 为 原子 ， 所 以 ay; = 
az; = a(z; V yj). 由 假设 2), 得 zi V y; 为 原子 ， 只 有 mim y. 
由 y 的 任意 性 ， 得 出 (y; [3€ J) € {zi (te 7), 类似 地 得 出 
ÍzliencitylieJ) t&&z-y. 


E) & z Ze, lll es(zy) = va(z)y. 4 a = paly), r = 
Pa(z)y. War = a(z:a)y < zy, AWE r <q. ATER qr, È 
们 先 证 明 下 列 事实 ， 即 设 ab = cd, 其 中 a ARAARF, bcd 
ARTA c 7 e, 则 存在 原子 w € S 使 得 ab = awd. 由 假设 3), 
a = biba: bm, € = 6057 Ch, d = dida: di, BARE 
性 得 a = ei, $ w= coe 得 ab = awd. 进一步 地 ， 如 果 
az = TY, z, r y ES Hz p ex Æ 0y 关 0,z 40, 则 存在 
w ES 使 得 az = awy. AA £ = V ray =V Yi z= V zk, M 
A az = V(azk) = (V zi (V uj) = V V (ziu) > ziyj. 因为 ey 
为 原子 ， 所 以 存在 azk 使 得 azk 2 ziy;, M miy; = a2, = awiy;, 
Wi ES 为 原子 {因为 = Vz že, 从 而 x; % e 由 D), 


ty = aw, Vi, T 


az = V ziy; = aM wiy; = a(M wi)( V yj) = awy. 


进一步 地 ， ag = a[(zy) : al € zy. 如 果 ag = 0, 则 取 
zı =0,y = 0,21 S zi S y. aq = ziyy; 如 果 aq Æ O, I 
af 0,y #0, ag = Var € Mziyj, 对 每 个 a ,在 在 ziy; 使 
f$ a; S riy; M a; = z;yj Wl ag = ziyi, Yi < ayy € y 
Hoz; 0,y; £0 (MR s = 0K yw = 0, Mii og = 0B 
出 g -—-0-€r) 由 前 面 证 明 ， 央 为 zi Ze, HE we S 使 得 
og = awy, HD) q = wyi. X aw = zi € z, ik 


q—wyi S wy € (:a)y —r. 


F) in& r >e, W r 4 0 (因为 e HAT). 下 面 要 证 
Pa(2Y) = va(z)y V paly). RA z = Vz; > e, 存在 ri 使 得 
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zi — e, 将 ri 中 等 于 e 的 部 分 删 去 剩 下 之 并 记 为 元 ,出 全 一 五 Ve; 
Hz Ze. & B), 


valty) = pall V e)y] = aly) V paly)  va(£)y V Yaly), 
Pals) = ea(z V e) = palT) V pale). 


我 们 分 两 种 情形 讨论 ， 

a) WE e ABER aba fe, Me 为 不 可 约 原子 .如果 
ab = 0, H C), b = 0, pale) = e : a, W a(e: a) < e, RA 
a(e:a) = e8 a(e:a) 20, MRA e:a — 0. MR a — e, il 
Pelt) = x : e = c, 无论 怎样 均 有 palt) = palf) 

b) mÆ e= ab, 由 命题 7.3.9, pale) = b. Me = ab A 
H y = aby, 因此 paly) = palejy. WMR y = 0, W pale)y = 
gal) = al0) = 0 (命题 7.3.8). WR y #0, M y = Vu, 


paly) = V pali) = Vieale)usl = palei, 
结果 
Galt)yVea(y) = alZ)yvale)yVealy) = va()uvea(y) = Paley. 
口 


下 面 的 定理 给 出 了 定理 7.3.10 的 逆 定 理 . 


定理 7.3.11 设 5 为 带 单位 元 e NASH. 原子 的 布尔 半 
格 序 半 群 且 满足 : 

1) e 是 原子 ; 

2) 0z = 20=0,Vr ES; 

3) ab 为 原子 当 且 仪 当 4,b HART. 
MES 上 的 每 个 变换 y MA: 

4) p(V ai) = Vv(zi Vai € S; 

5) g(x Ay) = o(z) A ply), YT YE 3; 


- 258 - 


6) 


Ld o(zjyVvoly), z2eA, 
pley) = { v(z)y, ze Ax; 
7) (32 € 8) efz) =e. 
Wp 是 关于 某 一 原子 的 商 映射 ， 


证 明 h7), HE cE S HB ole) =e, We 40 (ff 
E 7.3.2(1)). WẸ z = e, 由 (e) = e. 根据 命题 7.3.2(7) 得 
Hy = id = pe WE x €,0, I z = Va, zi ARF, 
e(z) = V e(zi) = e, 从 而 v(z;) € e, Vai. 如 果 v(z;) = 0, Vai, 
W. plz) = 0 = e, 矛盾 ， 故 至 少 存在 ti E plz) = e. R 
a= zi A pla) — e B. plar) = p(ajs = ex = z, Vz € S. 

对 3 的 任意 原子 c, MR ple) #0, M ple) — Ve, c; 为 
原子 . 因 plac;) = e(a)e; = ej, & 


ple ^ acj) = ple) ^ placi) = ple) A cj = cj. 


MR c £ acy ,cAac; = 0, M e; = v(0) = 0, 矛盾 .因此 
c = ac; A (c) = plac) = ej. RZ, ME plo = ee 为 
原子 ， 则 plac) = ci 推出 plc 人 ac1) = e. 因此 e = ac, F 
We = yp(0) = 0 ,矛盾 ， 以 上 我 们 证 明了 v(c) = cl 当 且 仅 当 
c=ac (c ARF) 且 其 他 情形 均 有 ple) = 0. 

由 命题 7.3.9，wfz) = ga(z), Vr € S HA S HRT. 设 
z= 0, M v(0) = pal0) =0; mR z Z0, W z — Voi, z; HA 
CT, Bt 


p(z) = V e(zi) = V eolea = ea(V 2) = pala). 


Bll we = Ya. o 


通过 以 上 定理 我 们 得 出 在 (P(X*), U, D, -) 中 不 可 能 存在 满 
足 导数 定义 而 不 是 P(X*) 上 导数 的 其 他 变换 . 
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